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六自由度机器人末端位姿校准误差链路分析
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摘 要：为研究校准误差对机器人末端定位精度的非线性影响，开展六自由度机器人末端位姿校准误差链

路分析。采用修正的DH模型（Modified Denavit⁃Hartenberg Model， MDH）约束条件建立六自由度机器人的运动学

参数模型，分析末端位姿变换的空间几何特征关系；分析机器人校准误差的来源，得到测量系统各坐标系之间

的函数关系，构建机器人末端位姿校准误差传递链路模型。搭建六自由度机器人校准系统开展实验，结果表

明：机器人末端校准误差主要来源包括连杆长度误差、关节偏移误差、关节扭转角误差和零位误差等，合成后

的校准误差为 2. 66 mm；机器人末端 x、y、z方向的相对不确定度分别为 0. 09%、0. 37%、0. 46%。研究成果为

机器人末端精准定位控制提供了技术参考。
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Analysis of calibration error propagation in the kinematic chain of a 
six⁃DOF robotic manipulator's end⁃effector pose
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(1.College of Metrology Measurement & Instrument, China Jiliang University, Hangzhou 310018, China；
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Abstract: To study the nonlinear impact of calibration errors on the positioning accuracy of a robot's end⁃effector, a 
linkage analysis of end⁃effector pose calibration errors for a six⁃degree⁃of⁃freedom robot was conducted. Using the modi⁃
fied Denavit⁃Hartenberg model (MDH) constraints, a kinematic parameter model for a six⁃degree⁃of⁃freedom robot was es⁃
tablished to analyze the spatial geometric relationships of the end⁃effector's pose transformation. The sources of robot cali⁃
bration errors were examined, and the functional relationships between the coordinate systems of the measurement system 
were derived. Based on this, a calibration error propagation model for the robot's end⁃effector pose was constructed. A 
calibration system for a six⁃degree⁃of⁃freedom robot was set up to conduct experiments. Experimental results indicate that 
the primary sources of calibration error in robotic end⁃effector positioning include link length errors, joint offset errors, 
joint twist angle errors, and zero⁃position errors. The combined calibration error was measured as 2.66 mm, with relative 
uncertainties in the x, y, and z directions of 0.09%, 0.37% and 0.46% respectively. The research findings provide techni⁃
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cal references for achieving precise positioning control of the robot's end⁃effector.
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0　引言

传动间隙、装配误差等因素会导致机器人存在

定位误差。随着科技的快速发展，先进制造相关行

业对机器人定位精度的要求不断提高，特别是在加

工、装配以及运输大型零件等关键领域［1-2］。开展

机器人高精度定位技术研究对于促进工业制造领域

高质量发展具有重要意义［3］。参数校准是一种经济

有效的方法，可显著提高机器人绝对定位精度［4］。

几何参数误差是影响机器人绝对定位精度的

主要因素，约占总误差成因的 90%［5］。目前，常见

的校准模型包括机器人⁃激光跟踪仪模型［6］和机器

人⁃相机校准模型［7］。江小辉等人［8］和 WU L 等人［9］

采用机器人⁃相机校准模型对机器人末端定位精度

进行了有效修正。ZHONG F X 等人［10］提出了基于

图像反馈的自适应控制方法，引入交互式感知技

术，实现了狭小环境中的机器人⁃相机校准。白明

等人［11］针对双臂机器人协作中的高精度定位需求，

采用机器人⁃激光跟踪仪模型提出了一种参数化模

型与非参数化模型相结合的方法，以补偿机器人

的几何误差和非几何误差。机器人⁃相机校准模型

成本低，但精度不高；机器人⁃激光跟踪仪模型测

量精度较高，更适用于精密测量领域。

机器人末端位姿误差是衡量机器人校准精度

的重要指标，其主要包括机器人的连杆长度误差、

关节偏移误差、零位误差、关节扭转角误差等。

常见的机器人末端位姿误差分析方法包括最小二乘

法及其改进算法［12］，其中Levenberg⁃Marquard（LM）

算法具有较好的收敛性和稳定性，被广泛应用于

机器人运动学参数的辨识过程［13］。乔贵方团队提

出了利用一种基于改进灰狼优化算法和LM算法相

结合的方法，实现了运动学参数的误差辨识［14］。

姜一舟等人通过改进差分进化算法，实现了机器

人运动学校准［15］。然而，上述方法未能进行误差

的系统性分析，针对误差链路的分析也不完善。

为研究校准误差对机器人末端定位精度的非

线性影响，本文对六自由度机器人几何参数误差

进行系统性求解，并对误差进行溯源分析。首先，

建立机器人的运动学模型及校准误差模型，分析

几何参数误差对机器人末端位姿的影响；接着，

采用激光跟踪仪测量不同位形机器人，获取末端

位姿数据，利用 LM算法对几何参数模型的微小误

差进行辨识；然后，采用蒙特卡洛法模拟各关节

参数的误差分布，进而得到末端位姿的误差范围；

最后，在此基础上，对机器人末端位姿不确定度

进行评定。

1　机器人参数化建模方法

为了分析机器人校准过程的误差链路，需要

建立机器人的参数化模型，分析其末端矢量位置

与几何参数之间的误差转换关系。

采用MDH模型建立机器人的正向运动学模型。

相邻坐标系的位姿变换矩阵 i
i - 1T如式（1）所示，其

用于描述从关节坐标系{ i - 1}到{ i }的映射关系。
i

i - 1T = rot ( xi - 1, αi - 1 ) ⋅ tran (ai - 1, 0, 0 ) ⋅
tran (0, 0, di ) ⋅ rot ( zi, θi ) ⋅ rot ( yi, βi ) （1）

式中：rot（·）为旋转变换运算符号，tran（·）为平移

变换运算符号，αi - 1 为 Zi−1 到 Zi绕轴 Xi−1 的旋转角

度，ai−1为 Zi−1到 Zi沿轴 Xi−1的距离，di为从 Xi−1到 Xi
沿轴Zi的距离，θi 为从Xi−1到Xi绕轴Zi的旋转角度，

βi 为Zi−1到Zi绕Yi-1转动的转角角度。机器人零位结

构如图 1 所示，其中，{ F }和 { B }分别为法兰盘坐

标系和基坐标系。

图1　机器人零位结构图

Fig.1　Structural diagram of the manipulator's zero position state
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机器人运动学模型为

06T = Π
i = 1

6
i - 1        iT =

é
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únx ox ax dx

ny oy ay dy

nz oz az dz0 0 0 1
（2）

式中： 06T为基坐标系 0T相对于末端坐标系 6T的位姿

矩阵，[ n  o  a ]3 × 3为旋转矩阵，[ dx， dy， dz ]T为位置。

针对几何误差参数校准进行运动学建模，为

建立误差模型奠定了基础；引入 βi，弥补了传统标

定模型在连续性方面存在的不足。

2　机器人校准误差链路模型

2.1　机器人校准误差源分析

机器人校准误差的主要来源为角编码器误差、

控制系统误差、环境因素引起的误差、传动系统

误差、模型误差［16］。在校准过程中，通过经验分

析可得，测量误差呈均匀分布。

角编码器误差是由角度编码器引入的偏差，

通常也被认为呈均匀分布。在机器人执行指令的

过程中，由于控制算法设计不合理、传感器信号

受干扰或传递滞后等问题，可能导致示教器无法

准确反映机器人的真实状态，从而引入控制系统

误差。高湿、高热等环境会对机器人的关键零部

件产生损害，导致系统运行不稳定，从而引入误

差。灰尘和颗粒物进入机器人内部会对其传动关

节产生不良影响，导致传动系统存在误差。模型

误差对机器人校准过程影响较为显著，模型误差

引起的机器人几何参数误差具体分析如下：

1）连杆长度误差

由于制造、装配、材料膨胀等原因，连杆的

实际长度可能偏离理论设计值，直接影响机械臂

的运动范围和定位精度。

2）关节偏移误差

关节的实际旋转轴线及滑动方向与设计预期的

轴线存在偏差，会导致机械臂的运动路径发生偏移。

3）零位误差

机器人、传感器或其他设备的参考点（通常称

为“零位”）未完全校准时会产生零位偏差。机器

人的零位误差通常表现为各关节的初始位置或角

度偏离预设的零位标准。装配误差、传感器漂移

以及基准点不准确等均会导致产生零位误差。

4）关节扭转角误差

机器人运动过程中，传动比误差、反向间隙等

因素会导致关节的实际扭转角度与理论扭转角度之

间存在差异，从而导致机械臂末端位姿存在偏差。

机器人的运动学参数辨识是在参数化链路模

型和校准误差模型的基础上，利用 LM算法求解误

差方程进行参数校准，从而使机器人末端位置更

接近实际末端位置。在参数校准之前，需要对采

集的数据进行预处理，以确保数据可以在机器人

基坐标系下用于求解末端误差。完成末端误差求

解后，采用蒙特卡洛法对误差分布进行模拟分析。

机器人校准误差源分析整体流程如图2所示。

2.2　校准误差模型

机器人运动学结构参数的微小变化量Δx为
Δx = [ ]Δα0⋯Δα5, Δa0⋯Δa5, Δd1⋯Δd6, Δθ1⋯Δθ6, Δβ2, Δβ3

T                                  （3）
式中：Δα0⋯Δα5为连杆扭转角偏差，Δa0⋯Δa5为连

杆长度偏差，Δd1⋯Δd6为关节距离偏差，Δθ1⋯Δθ6

为关节角度偏差，Δβ2、Δβ3 为绕 y轴的旋转角度偏

差。机器人校准误差模型可表示为

Δ i
i - 1T = ∂ i

i - 1T∂ai - 1
Δai - 1 + ∂ i

i - 1T∂αi - 1
Δαi - 1 + ∂ i

i - 1T∂di
Δdi + ∂ i

i - 1T∂θi
Δθi + ∂ i

i - 1T∂βi
Δβi = δ i

i - 1T ⋅ i
i - 1T （4）

式中：Δ i
i - 1T为微分运动前后机器人 { i }坐标系相

对于 { i - 1}坐标系的位姿与机器人末端相对于机

器人基坐标系的初始位姿之差，δ i
i - 1T为相邻关节

之间的微分算子。通过微分计算可得

图2　整体流程图

Fig.2　Overall workflow diagram
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（5）

δ i
i - 1T可表示为
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式中：δxi、δyi、δzi 分别为第 i 个关节坐标系的 x、

y、z方向的微小旋转偏差。

将式（5）和式（6）的相应元素对照，计算得到

第 i 个关节坐标系中关于 x、y、 z 的偏距

di 和偏
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
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（7）
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式（5） ~ 式（8）表示了相邻连杆坐标系和运动

学参数误差之间的微分变换关系。

末端的位姿误差是由各关节的参数误差累积

的结果，将式（4）和式（2）联立求解，可将机器人

末端位姿误差矩阵F表示为

F = ∑
i = 0

6
i6 JF i = JΔx （9）

式中：Fi为第 i个坐标系下包含Δx参数误差向量的

函数；J为系数矩阵，具体表示为

J =
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 （10）

式中：p为机器人基坐标系中的位置坐标，p =
[ px  py  pz ]T；( p × n ) x =  py·nz - pz·ny。

末端位置误差解耦到各关节的结构参数可表

示为
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dΔx = ∂Fδxi∂a0
Δa0 + ⋯ + ∂Fδxi∂a5

Δa5 + ∂Fδxi∂d1
Δd1 + ⋯ + ∂Fδxi∂d6

Δd6 + ∂Fδxi∂α0
Δα0 + ⋯ + ∂Fδxi∂α5

Δα5 + ∂Fδxi∂θ1
Δθ1 +

⋯ + ∂Fδxi∂θ6
Δθ6 + ∂Fδxi∂β2

Δβ2 + ∂Fδxi∂β3
Δβ3

dΔy = ∂Fδyi∂a0
Δa0 + ⋯ + ∂Fδyi∂a5

Δa5 + ∂Fδyi∂d1
Δd1 + ⋯ + ∂Fδyi∂d6

Δd6 + ∂Fδyi∂α0
Δα0 + ⋯ + ∂Fδyi∂α5

Δα5 + ∂Fδyi∂θ1
Δθ1 +

⋯ + ∂Fδyi∂θ6
Δθ6 + ∂Fδyi∂β2

Δβ2 + ∂Fδyi∂β3
Δβ3

dΔz = ∂Fδzi∂a0
Δa0 + ⋯ + ∂Fδzi∂a5

Δa5 + ∂Fδzi∂d1
Δd1 + ⋯ + ∂Fδzi∂d6

Δd6 + ∂Fδzi∂α0
Δα0 + ⋯ + ∂Fδzi∂α5

Δα5 + ∂Fδzi∂θ1
Δθ1 +

⋯ + ∂Fδzi∂θ6
Δθ6 + ∂Fδzi∂β2

Δβ2 + ∂Fδzi∂β3
Δβ3

（11）
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式中：Fδxi
、Fδyi

、Fδzi
分别为 dxi、dyi、dzi 与 Δx的函

数，dΔx、dΔy、dΔz 为机器人末端测量值和名义值的

差值。

3　校准实验与结果分析

采用 AT960 型激光跟踪仪对机器人结构参数

进行校准，通过测量机器人在 50 组不同位形下的

末端位姿数据，结合机器人各关节坐标系，计算

得到各轴的运动学参数。

3.1　校准实验系统搭建

选择AR5型机器人作为校准对象，搭建如图 3
所示的测量系统开展实验。首先进行激光跟踪仪

坐标系、测头坐标系、机器人末端坐标系和机器

人基坐标系之间的预对齐，之后利用激光跟踪仪

开始测量。在数据点测量过程中，激光跟踪仪的

位置保持固定，通过示教器控制机器人的位形变

化，使测量点尽可能地覆盖机器人的可行空间。

将激光跟踪仪测得的数据转换到机器人基坐标系

下，与基坐标系下的末端位姿进行比较，计算得

到机器人的位姿误差数据。

坐标预对齐前数据点集的分布情况如图 4（a）
所示，经过映射得到测量点和名义点在机器人基

坐标系下的位置误差情况如图4（b）所示。

3.2　校准误差分析

利用 LM 算法求解 DH 参数校准结果如表 1 所

示，根据表 1可知，机器人零位较为准确，最大误

差不超过2"，其他运动学参数则存在一定偏差。

为了验证求解过程中参数估计引入的不确定

度分量，选取机器人关节角度［27. 631°，52. 012°，
-53. 035°，-175. 681°，66. 936°，3. 158°］作为研究

位形，激光跟踪仪测得该位形的末端位置坐标为

图3　测量系统图

Fig.3　Measurement system diagram

表1　DH参数校准结果

Tab.1　DH parameter calibration results
序号

1
2
3
4
5
6

Δθi / （"）

-1.514
-0.155

0.303
0.159
0.031

-0.508

Δdi / mm
-0.343
-0.343
-0.343

0.166
0.773 3
0.241 1

Δai / mm
-0.014

0.004
-0.006
-0.002

-0.001 7
0.640 4

Δαi - 1 / （"）

-120.240
-174.960

-63.000
-14.400

78.840
1.080

βi / （"）

-0.127
-0.002

图4　机器人末端位置采集点

Fig.4　Sampling points for the manipulator's 
end⁃effector position
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［748. 650 mm，325. 837 mm，330. 842 mm］。

研究对象为六自由度的机器人，需要辨识的

几何参数共 26 个，根据式（11）可知，至少需要测

量 26 组数据才能求解几何参数的误差。选择 40 ~ 
100组数据进行实验，每次间隔 5组数据来比较不

同维度的测量数据对末端位姿的影响，不同维度

的机器人末端位置分布如图 5所示，横坐标为末端

位置分布范围，纵坐标为该范围内观测值的出现

频次。通过图 5（b）可以观察到，末端位置的 y轴分

布近似高斯分布，随着分布值向两侧偏离，频次

逐渐减少，说明末端位置在极端高或低的频次出

现的概率较低。

以最优参数为中心，设置参数范围为［0. 135，
0. 335］，在有效范围内求解机器人几何参数误差

范围。通过蒙特卡洛方法模拟 10 000 组不同的几

何参数误差分布，研究不同LM参数对机器人末端

定位精度的影响。结合式（2）进行计算，得到不同

LM 参数的机器人末端位置分布如图 6 所示，横坐

标表示不同LM参数对应的末端位置分布范围，纵

坐标表示该范围内对应值的出现频次。

对比不同维度和不同 LM参数对机器人末端定

位精度的影响并进行分析，结果表明：不同维度

对机器人末端位姿的误差影响较为显著，末端位

置在 x、y、 z 轴方向的误差分布分别为［619. 814 
mm，777. 347 mm］、［212. 606 mm，447. 587 mm］、

［272. 571 mm，355. 895 mm］，末端位置在 x、y、z

轴方向的平均值分别为［698. 127 mm，329. 872 
mm，314. 108 mm］。

3.3　末端位置的不确定度分析

通过蒙特卡洛法模拟误差分布情况，得到机

器人在 x、y、z方向上的误差分布情况，在此基础

上进行机器人末端位置的不确定度评定，结果如

图5　不同维度的机器人末端位置分布图

Fig.5　End⁃effector position distribution diagram for the manipulator in different dimensions

图6　不同LM参数的机器人末端位置分布图

Fig.6　End⁃effector position distribution diagram for the manipulator under various LM parameters
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表 2 所示。机器人末端 x、y、z方向的相对不确定

度分别为 0. 09%、0. 37%、0. 46%。扩展不确定度

U (k = 2. 485) 根据标准不确定度 u计算得到，如式

（12）所示。

U = k ⋅ u  (k = 2.485) （12）
将实验位形的名义位置［748. 361 mm，326. 772 

mm，331. 025 mm］与实际测量数据进行对比，结果

表明：位置数据的误差在计算误差范围内。综合

分析上述研究结果可知：机器人运动学参数不确

定度评估方法可有效预测机器人末端位置不确

定度。

4　结论

建立了六自由度机器人几何参数误差模型，

分析了机器人各轴运动学参数校准误差影响因素，

研究了机器人最小二乘参数估计偏离对模型应用

效果的影响机制。利用 AR5 机器人开展实验，测

量机器人不同位形下的末端位姿数据，计算得到

各轴的运动学参数，并评定机器人末端位置不确

定度。实验结果表明：在工作空间内完成校准后，

机器人 x、y、z轴方向的位置标准不确定度分别为

0. 28 mm、0. 49 mm、0. 61 mm。研究成果为机器

人高精度路径规划和轨迹跟踪技术的发展提供了

有力支撑。
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