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摘 要：针对分析原子干涉仪灵敏度时，采用哪种阿伦方差容易出现混淆的问题，系统地给出了阿伦方差、

重叠阿伦方差和修正阿伦方差三种形式在时域和频域中的详细推导，分析了它们对五类典型噪声的分辨能力，

指出修正阿伦方差具有更加适合评估原子干涉仪长期稳定性的特点。基于修正阿伦方差在频域中的表达式，文

中还首次给出了存在测量死区的原子干涉仪灵敏度与噪声功率谱之间的传递函数，通过分析其特点，指出了提

高原子干涉仪灵敏度的两条具体途径，为原子干涉仪技术的进一步发展和评价奠定了更加扎实的理论基础。
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Abstract: In view of the confusion of using different Allan variance to analyze the sensitivity of atomic interferom⁃

eter, this paper systematically gives the detailed derivation of Allan variance, overlapping Allen variance and modified Al⁃
lan variance in time domain and frequency domain, analyzes their resolution to five kinds of typical noise, and points out 
that the modified Allan variance is more suitable for evaluating the long⁃term stability of atomic interferometer. Based on 
the expression of modified Allan variance in frequency domain, the transfer function between sensitivity and noise power 
spectrum of atomic interferometer with measurement dead zone is given for the first time. By analyzing its characteristics, 
two specific ways to improve the sensitivity of atomic interferometer are pointed out. These studies have laid a more solid 
theoretical foundation for the further development and evaluation of atomic interferometer technology.
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0　引言

自 1991 年斯坦福大学朱棣文小组实现脉冲式

原子干涉仪以来，基于原子干涉的精密测量物理

飞速发展，原子干涉仪在重力加速度测量［1］、角

速度测量［2］、牛顿引力常数测量［3］、精细结构常

数测量［4］ 和等效原理验证［5］ 等方面得到了广泛

应用。
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目前，原子干涉仪的灵敏度主要采用阿伦方

差（Allan Variance， AVAR）进行分析。阿伦方差是

一种在时域内分析数据序列的方法，最开始由美

国国家标准与技术研究院（National Institute of Stan⁃
dards and Technology， NIST）的 Allan 和 Barnes 等人

在分析原子钟振荡器的频率稳定性时，为了解决

标准方差随数据量增加不再收敛的问题而发明的

一种新的数据处理方法，基本逻辑就是让数据序

列做一阶差分后再重新计算标准方差［6］。现在阿

伦方差也是识别和量化原子干涉仪数据中存在不

同噪声项的主流方法［7-14］。借鉴原子钟的噪声模

型［15-23］，主要考虑五类典型噪声：调频随机游走

噪声（Random Walk FM， RWFM）、调频闪变噪声

（Flicker FM， FFM）、调频白噪声（White FM， WFM）、
调相闪烁噪声（Flicker PM， FPM）和调相白色噪声

（White PM， WPM）［24］。它们的噪声功率谱密度可写

成频率的幂函数 S ( f ) ∼ f α（α = -2、-1、0、1、2）。

阿伦方差有阿伦方差、重叠阿伦方差（Overlapping 
Allan Variance， OAVAR）和修正阿伦方差（Modified 
Allan Variance， MAVAR）三种常用的形式。前两种

阿伦方差的缺点是不能区分 FPM和WPM两类高频

噪声［6］。直到阿伦方差发明 16年后，修正阿伦方

差的出现才彻底解决了该问题［25］。

上述三类方差在时域和频域中的推导零散分

布于Allan和Barnes等人在 20世纪 70年代早期的一

系列文献中［25-29］，却未进行系统推导。2016 年，

Allan 撰写的综述文章里则是直接引用结论［6］，并

未明确地指出阿伦方差和修正阿伦方差之间的差

别，读者很难从该文中理解二者的特性和适用性。

2020年，Riley 针对阿伦方差和修正阿伦方差之间

的差别做出了补充说明［30］，但也未给出系统推导，

且公式的角标定义不够明确，直接引用文中公式

会造成误解。除此之外，这些文章中的阿伦方差

在频域中的表达式均假设输出数据是一个无死区

的连续测量物理量。2008 年，Landragin 提出存在

测量死区的阿伦方差在原子干涉仪领域中的频域

表达式［7］。目前，针对修正阿伦方差的表达式还

未见报道。虽然已经有软件能很方便地计算这三

类阿伦方差［31］，但对其在时域和频域中进行系统

而详细推导的文献却很少见。为了弥补这方面的

缺失，本文分析了三类阿伦方差对五类典型有色

噪声的分辨能力，并指出修正阿伦方差具有更适

合用来评估原子干涉仪长期稳定性的特点。除此

之外，还推导出了存在测量死区的修正阿伦方差

在原子干涉仪中的频域表达式，给出了原子干涉

仪灵敏度与相位噪声和环境振动噪声功率谱的关

系，讨论了其传递函数的特点，并指出了提高原

子干涉仪灵敏度的两条具体途径。

1　阿伦方差的三种形式

1.1　阿伦方差的时域表示

阿伦方差最开始用于原子钟里描述频率的稳

定性，解决了普通标准方差对某些类型噪声会随

数据增长而不再收敛的问题。根据原子钟输出数

据为频率偏差序列还是相位偏差序列的情形，阿

伦方差会有两种不同的表达式。若原子钟输出的

数据是频率偏差序列 yi，yi = δfi（i=1，2，3…N），数

据输出率为 1 τ0（τ0 为最小采样周期），则AVAR在

平均时间 τ为整数m倍最小采样周期（τ = mτ0）时的

定义为

σ2
y(τ)   = 1

2 ( )M - 1 ∑
k = 1

M - 1
( ȳk + 1 - ȳk ) 2 , ( M = ê

ë
êêêê ú

û
úúúúN

m ）   （1）
式中：σ2

y(τ)为 yi 的 AVAR，M 为数据的分组数，

1 2 是为了让 AVAR 与标准方差计算值在 m = 1 时

相等，符号 ë û为向下取整，ȳk 为 yi 在区间 [m (k -
1) τ0，mkτ0 ]内的平均值，即

ȳk + 1 = ymk + 1 + ymk + 1 + 1 + ⋯ + ym ( )k + 1
m

ȳk = ym ( )k - 1 + 1 + ym ( )k - 1 + 2 + ⋯ + ymk

m

（2）

AVAR在m= 3时的数据分组示范如图1所示。

若原子钟输出的测量数据是相位偏差序列 xi =
δϕi（i = 0，1，2，⋯N）。相位 x和频率 y的关系为

y = dx
dt

,  ȳk′ = xmk′ - xm ( )k′ - 1
τ ,  τ = mτ0 （3）

AVAR可以写为

图1　AVAR的数据分组示范

Fig.1　Data packet demonstration of AVAR
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σ2
y( )τ = 1

2 ( )M - 2 ∑
k′ = 0

M - 2( )xm ( )k′ + 2 - 2xm ( )k′ + 1 + xmk′

τ

2
, ( M = ê

ë
êêêê ú

û
úúúúN

m )                                   （4）
令 xk代替 xmk′，则式（4）变为

σ2
y(τ) = 1

2 ( )M - 2 τ2 ∑
k = 0

M - 2
( xk + 2 - 2xk + 1 + xk ) 2

（5）
式（5）xk + 2 - 2xk + 1 + xk 对相位序列 xi为二阶差

分，而式（1）中 ȳk + 1 - ȳk 是对频率偏差序列均值 ȳ i

的一阶差分，它们给出的 AVAR 值 σy(τ)都是描述

系统的频率稳定性，而不是相位稳定性。在原子

干涉陀螺仪中使用阿伦方差评估系统性能时，若

输出数据是角速度偏差序列 δΩi，则对应 yi = δfi；

若输出数据是角度偏差序列 δθi，则对应 xi = δϕi。

这种区别在很多文献中被混淆了。

式（1）中一阶差分项 Δk (Δk = ȳk + 1 - ȳk ) 在 τ =
mτ0 时，只有 M - 1 项。如图 2 所示，若对数据重

新分组，数据会得到更充分利用，使 Δk 数量增加

到N - 2m + 1，阿伦方差随 τ的变化将更加平滑。

因此，可得重叠阿伦方差的表达式为

σ2
y( )τ = 1

2 ( )N - 2m + 1 ∑
i = 0

N - 2m

( )ȳ i + m - ȳ i

2
， (τ = m τ0 )

ȳ i + m = yi + m + 1 + yi + m + 2 + ⋯ + yi + 2m

m                    (6)
ȳ i = yi + 1 + yi + 2 + ⋯ + yi + m

m                                 
若在OAVAR的数据分组基础上，对一阶差分

项Δ i增加一次滑动平均，公式为

Δ̄ i = 1
m ∑

j = 1

m Δ ij （7）
其中，Δ̄ i 共有 N - 3m + 2 项，数据分组情况

如图3所示。修正阿伦方差的表达式为

 σ2
y(τ) = 1

2 ( )N - 3m + 2 m2 ∑
j = 0

N - 3m + 1ì
í
î

ü
ý
þ

∑
i = 0

m - 1( )ȳ j + i + m - ȳ j + i

2

ȳ j + i + m = yj + i + m + 1 + yj + i + m + 2 + ⋯ + yj + i + 2m

m                     (8)
ȳ j + i = yj + i + 1 + yj + i + 2 + ⋯ + yj + i + m

m

1.2　阿伦方差的频域表示

假设{yi}为一组无测量死区的连续测量物理

量，则式（1）中的平均值可写为积分形式，即

ȳk + 1 - ȳk = 1
τ ∫

tk + τ

tk + 2τ

y ( )t dt - 1
τ ∫

tk

tk + τ

y ( )t dt （9）
式中：tk 为第 k 段时间内求物理量 y 平均值 ȳk 的起

始时刻。tk = kτ - τ 2，其中，τ 为积分时长，τ =
mτ0。让积分上下限延拓至正负无穷大［32］，引入一

个矩形脉冲响应函数为

m ( t,τ) = ì
í
î

ïï

ïïïï

1 - τ
2   ≤ t ≤ τ

2
0 otherwise      

（10）
式（9）变为

ȳk + 1 - ȳk = 1
τ ∫-∞

+∞
m ( t - tk - 3τ

2 , τ) y ( t)dt -
1
τ ∫-∞

+∞
m ( )t - tk - τ

2 , τ y ( )t dt    （11）
为了使m ( t，τ)处于定义区间，式（11）对自变

量进行了零点延迟，再引入 m̄ ( t，τ)，其表达式为

 m̄ ( t, τ) = m ( t - tk - 3τ
2 , τ) - m ( t - tk - τ

2 , τ)    （12）
AVAR在数据样本N → ∞时可以写为

σ2
y(τ) = lim

N → ∞
1

2 ( )M - 1 ∑
k = 1

M - 1
( ȳk + 1 - ȳk ) 2

                               = 1
2 ( )ȳk + 1 - ȳk

2                                               (13)
                               = 1

2τ2 ∫-∞

+∞
m̄ ( t1 )dt1∫-∞

+∞
m̄ ( t2 )dt2 y ( )t1 y ( )t2

式中： y ( )t1 y ( )t2 为随机变量 yi 的自相关函数

R ( t1，t2 )，假设该随机过程是各态遍历的广义平稳

过程，即均值和方差不随时间变化。随机变量 yi的

噪声功率谱密度Sy( f )与自相关函数关系为

图3　MAVAR的数据分组示范
Fig.3　Data packet demonstration of MAVAR

图2　OAVAR的数据分组示范
Fig.2　Data packet demonstration of OAVAR
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R ( t1, t2 ) = ∫-∞

+∞
Sy( f ) e-j2πf ( )t2 - t1 df （14）

式中：j为虚数。

将式（14）代入式（13）得到 σ2
y(τ)与噪声功率谱

Sy( f )的关系为

σ2
y(τ) = 1

2τ2 ∫-∞

+∞
m̄ ( t1,τ) ej2πt1dt1∫-∞

+∞
m̄ ( t2, τ) e-j2πt2

dt2 ⋅ ∫-∞

+∞
Sy( f )df = 1

2τ2 ∫-∞

+∞
| G͂ ( f ) |2

Sy( f )df
   （15）

G͂ ( f )为函数 m̄ ( )t 的傅里叶变换，即

G͂ ( f ) = ∫-∞

+∞
m̄ ( t) e-j2πtdt

 = e-j2π ( )tk + 3τ 2 G ( f ) (1 - ej( )2πfτ ) （16）

式中：G ( f )为矩形脉冲响应函数 m ( t，τ)的傅里

叶变换，即

G ( f ) = sin ( )πτf
πf

（17）
σ2

y(τ)可以简化为

σ2
y(τ) = 2 ∫0

+∞ sin4( )πτf

( )πτf
2 Sy( f )df , (τ = mτ0 ) （18）

考虑到现实世界不存在负频率，因此式（18）
中的正负无穷积分直接改为单边正频率积分。式

（18）为 AVAR 在 频 率 中 的 表 达 式 ， OAVAR 和

AVAR在数据量N趋于无穷大时有相同表达式，但

MAVAR的不同，下面给出推导。

MAVAR在数据样本N → ∞时可以写为

σ2
y(τ)    = lim

N → ∞
1

2 ( )N - 3m + 2 m2 ∑
j = 0

N - 3m + 1 ⋅ ìí
î

ü
ý
þ

∑
i = 0

m - 1( )ȳ j + i + m - ȳ j + i

2
= 1

2m2
ì
í
î

ü
ý
þ

∑
i = 0

m - 1
( )ȳ i + m - ȳ i

2
（19）

为了和式（9）的下角标统一，式（19）中的差分

项
1
m ∑

i = 0

m - 1
( )ȳ i + m - ȳ i 可以改为

1
m ∑

i = 0

m - 1
( )ȳk + 1 - ȳk =

1
mτ ∑

i = 0

m - 1é
ë
êêêê ù

û
úúúú∫

tk + τ + iτ0

tk + 2τ + iτ0
y ( )t dt - ∫

tk + iτ0

tk + τ + iτ0
y ( )t dt （20）

式中：tk = kτ - τ 2。
与式（12）的处理方法相同，引入新的 m̄ ( t)

函数

m̄ ( )t = 1
mτ ∑

i = 0

m - 1[ m ( )t - tk - 3τ
2 - iτ0， τ -

m ( )t - tk - τ 2 - iτ0， τ ] （21）

σ2
y(τ)与随机变量 yi 的噪声功率谱 Sy( f )的关

系为

    σ2
y(τ) = 1

2 ∫-∞

+∞
m̄ ( t1, τ)dt1∫-∞

+∞
m̄ ( t2, τ)dt2 R ( t1, t2 )

      = 1
2 ∫-∞

+∞
| G͂ ( f ) |2

Sy( f )df （22）
此时，新的 G͂ ( f )为式（21）的傅里叶变换，令

t′ = t - (k + 1) τ - iτ0，则

G͂ ( f ) = 1
mτ ∑

i = 0

m - 1
e-j( )k + 1 τ - j ( )iτ0 ∫-∞

+∞
[m ( )t′,τ -

                ]m ( )t′ + τ,τ ⋅ e-j2πft′dt′

           = 1
mτ e-j( )k + 1 τG ( f ) (1 - ej2πfτ )∑

i = 0

m - 1
e-j( )iτ0

    （23）

代入矩形脉冲响应函数的傅里叶变换 G ( f )和

求和结果，则

G͂ ( f ) = [ ]4 sin2( )πτf e-j( )k + 1 τ

mτ ( )1 - e-jτ0
（24）

MAVAR在频域中的表达式为

σ2
y(τ) = 2 ∫0

+∞ sin6( )πτf

( )mπτf
2 sin2( )πτ0 f

Sy( )f df , (τ = mτ0 )
（25）

注意，式（25）直接舍去了负频率。

1.3　原子干涉仪的灵敏度函数

原子干涉仪在不同的应用场景中，可能采用

不同的原子或者几何构型发生干涉过程，但基本

原理和光学 Mach⁃Zehnder 干涉仪类似。如图 4 所

示，以速度 v进入干涉区域的原子与拉曼光脉冲发

生三次相互作用，分别相当于光学分束器（π 2 脉

冲）、反射器（π脉冲）和合束器（π 2脉冲）的作用。

从制备原子源到完成干涉后的探测，形成一次完

整的测量周期Tc，干涉时间T一般指两次脉冲拉曼

光之间的时间间隔。原子干涉仪最后的荧光探测

信号S和参与干涉的原子数N的关系为［33］

         S ∝ NP，P = 12 ［1-cos（Φ）］ （26）
式中：N为参与干涉的总原子数目；P为参与干涉

的两个量子态在探测阶段时的转移概率；Φ为干涉

相移，是载体转动（ΔΦ
Ω）、所在位置加速度（ΔΦa）

或其它敏感物理量引入的相位，单位是 rad。
若不考虑干涉仪测量具体物理量的标定因数，
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原子干涉仪的灵敏度主要由干涉相位 Φ 的测量噪

声水平决定，而其它影响原子干涉仪的常见噪声

也都可以等效到相位噪声中。本文主要讨论拉曼

光相位噪声和拉曼光反射镜振动引入的相位噪声

对干涉仪灵敏度的影响。另外，原子干涉仪进行

惯性量（加速度和角速度）测量时，原子源的制备

和信号探测都需要时间，惯性信息在这些时间里

会丢失，存在测量死区［2］。因此，用阿伦方差来

分析原子干涉仪灵敏度时，不能假设输出数据 yi为

一个无死区时间的连续测量物理量，即式（9）和式

（20）不能直接对变量 y（t）积分求平均值。

先引出荧光探测信号 S中量子态转移概率P对

系统随机扰动变量的敏感函数。假设原子与拉曼

光脉冲序列作用过程中的某个 t0时刻，拉曼光相位

ϕ 上发生了相位跳变 δϕ ( t0 )，导致最终转移概率 P

发生变化 δP ( δϕ，t0 )。δP 往往是相位扰动随机变

量 δϕ的泛函，可定义灵敏度函数［34］g ( t ) 为
g ( t ) = 2 lim

δϕ → 0
δP ( δϕ, t0 )

δϕ = lim
δϕ → 0

( δΦ ) ( δϕ, t0 )
δϕ    （27）

公 式（27）利 用 了 δP = δ ([ ]1 - cos (Φ ) 2 ) =
sin (Φ ) δΦ 2，并取Φ = π 2（此时相位扰动对干涉

仪影响最大）。原子干涉仪在一个干涉周期内的相

移 Φ 变化是各个时刻拉曼光相位 ϕ ( t ) 扰动影响的

总和，即

δΦ = lim
N → ∞∑

i = 1

N

g ( ti )δϕ ( ti ) = ∫-∞

∞
g ( t ) δϕ ( t )

δt δt （28）
式中：g ( t ) 为敏感函数，相当于干涉过程中不同时

刻扰动量ϕ ( t ) 引起干涉相移Φ变化的权重。

对于图 4 所示经典三脉冲拉曼光原子干涉仪，

把时间起点定在第二束拉曼光的中间时刻，则 g ( t)
为一个奇函数，定义域为[ - Tc 2， Tc 2 ]，Tc 为

一个完整测量周期所需时间。g ( t)在 t > 0 区间的

表达式为［7］

g ( t) =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

sin ( )ΩR t

1
-sin ( )ΩR( )T - t

      
0 ≤ t < τR

τR ≤ t < T + τR
T + τR ≤ t < T + 2τR

   （29）

式中：τR为拉曼光π/2脉冲时间长度，ΩR为原子与

拉曼光相互作用的拉比振荡频率。在一个干涉周

期内，原子与拉曼光的相互作用时间很短，此时

灵敏度函数依赖于原子态的演化，干涉相位随时

间变化为ΩR t。当拉曼光不与原子相互作用时，灵

敏度函数g ( t) = 1。
灵敏度函数g ( t)的频域表达式为［7］

G (ω) = 4iΩR
ω2 - Ω 2R

sin ( ω ( )T + 2τR2 ) ×

(cos ( ω ( )T + 2τR2 ) + ΩR
ω sin ( ωT

2 ) ) （30）
式中：τR T ≪ 1，G (ω)为 g ( t)的傅里叶变换；若

ω ≪ ΩR，则G (ω) ≈ -4i sin2( )ωT 2 ω。

1.4　原子干涉仪灵敏度与阿伦方差的关系

原子干涉仪的灵敏度由干涉相位扰动 δΦ的阿

伦方差σ2
Φ(τ)描述，定义为

σ2
Φ(τ) = 1

2 ( )δΦ̄k + 1 - δΦ̄k

2 , τ = mTc （31）
δΦi 与 δyi 均为随机变量。δΦ̄k 由式（28）可以得

到与拉曼光相位噪声 δϕi的关系为

δΦ̄k = 1
m ∑

i = 1

m

δΦi = 1
m ∑

i = 1

m ∫ tk + ( )i - 1 Tc

tk + iTc

g ( )t - tk - ( )i - 1 Tc - Tc2
dϕ
dt

dt （32）
式中： tk = kmTc - Tc 2。考虑 g ( t)的定义区间为

[ - Tc 2， Tc 2 ]，对其进行了零点延迟：t - tk -
( i - 1)Tc - Tc 2。由于存在测量死区 Tc > 2T，g ( t)

在[ - mTc 2， mTc 2 ]内不是连续函数，因此，δΦ

在[ tk，tk + mTc ]内求平均不能像式（9）一样直接积

分。引入新的敏感函数

ḡ ( )t = 1
m ∑

i = 0

m - 1
[ ]g ( )t - ( )k + 1 mTc - iTc - g ( )t - kmTc - iTc （33）

图4　三脉冲拉曼光Mach⁃Zehnder构型的原子干涉仪示意图

Fig.4　Schematic diagram of Mach⁃Zehnder atomic 
interferometer with three pulse Raman light
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参考式（21）～（24），得到原子干涉仪的灵敏

度与 δϕi的自相关函数关系为

σ2
y(τ) = - 1

2 ∫-∞

+∞
ḡ ( t1 )dt1∫-∞

+∞
ḡ ( t2 )dt2 R″ϕ( t1, t2 )  （34）

式中：R″ϕ( t1，t2 ) = - ϕ′ ( t1 )ϕ′ ( t2 ) 。

自相关函数与相位噪声功率谱密度 Sϕ( f )的关

系为

R″ϕ ( t1, t2 ) = -∫-∞

+∞
ω2 Sϕ ( f )ej2πf ( )t1 - t2 df （35）

将式（35）代入式（34）中，使 ḡ ( t)作傅里叶变

换，得到

σ2
Φ(τ) = 2 ∫0

+∞

- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- -- -- --

sin4( )mTc ω 2
m2 sin2( )Tc ω 2 ||G ( )ω

2
ω2 Sϕ( )ω dω

（36）
式中：ωG (ω)一般被定义为原子干涉仪单次测量

的相位噪声传递函数H (ω)。
来源于拉曼光反射镜振动噪声引入的相位噪

声 δϕi = keff ⋅ δξi，其中，keff 为拉曼光的有效波矢；

δξi 为拉曼光反射镜的振动位移。利用加速度噪声

和位移噪声的自相关函数关系为

Ra( t1, t2 ) = ξ″ ( t1 )ξ″ ( t2 ) = ω4 Rξ( )t1, t2

        = Rϕ( t1, t2 ) ω4

k2
eff

（37）
将式（37）代入式（34）和式（35）中，可以获得

振动加速度噪声功率谱 Sa(ω)对应的单次测量传递

函数 | H0(ω) |2 = ω-4| keff ωG (ω) |2
。式（36）画下横线

部分为阿伦方差中相位噪声的传递函数 | H A
ϕ (ω) |2

，

而振动加速度噪声功率谱 Sa(ω)对应的阿伦方差中

的传递函数为 | HA(ω) |2 = ω-4| keff H A
ϕ (ω) |2

。H A
ϕ (ω)

和HA(ω)为利用阿伦方差从一系列重复测量数据中

分析原子干涉仪的灵敏度，包含了对数据分组平

均处理的滤波因子。

若原子干涉仪的灵敏度由干涉相位 δΦ的修正

阿伦方差描述

σ2
Φ(τ) = 1

2m2
ì
í
î

ü
ý
þ

∑
λ = 1

m

( )δΦ̄k + 1 - δΦ̄k

2
（38）

其中，δΦ̄k表示为

δΦ̄k = 1
m ∑

i = 1

m ∫ tk + ( )i - 1 Tc + ( )λ - 1 Tc

tk + iTc + ( )λ - 1 Tc ⋅
                  g ( )t - tk - ( )λ + i Tc + 3Tc2

dϕ
dt

dt （39）

式中：tk = kmTc - Tc 2。定义新的敏感函数为

 ḡ*( t) = ∑
λ = 0

m - 1∑
i = 0

m - 1[ g ( )t - ( )k + 1 mTc - ( )λ + i Tc -
     g ( )t - kmTc - ( )λ + i Tc ] （40）

将式（40）代入式（34）中，可以推导出σ2
Φ(τ)的

表达式为

σ2
Φ(τ) = 2 ∫0

+∞

- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- -- -- -- -- --

sin6( )mTc ω 2
m4 sin4( )mTc ω 2 ||G ( )ω

2
ω2 Sϕ(ω)dω

（41）
式（41）画下横线部分定义了修正阿伦方差中

的相位噪声传递函数 | H M
ϕ (ω) |2

，此时，振动加速

度噪声的传递函数为| HM(ω) |2 = ω-4| keff H M
ϕ (ω) |2

。

式（36）和式（41）给出了存在测量死区的原子

干涉仪灵敏度函数与噪声功率谱的关系，同时也

是AVAR和MAVAR处理非连续测量物理量时的频

域表达式。

2　原子干涉仪的灵敏度分析

2.1　时域内的阿伦方差分析

上述三种阿伦方差对原子干涉仪的同一输出

数据序列{yi}计算结果如图5所示。OAVAR相当于

对 AVAR 曲线做了一次平滑，当平均时间 τ ( =
mτ0，τ0 = 1 s) 小于 10 s 时，MAVAR 相对 AVAR 下

降更快，对高频噪声抑制效果更加明显。由式（7）
和式（8）可知，MAVAR 公式中大括号内的表达式

相当于对所有一阶差分项 Δ i 再进行了一次滑动平

均，式中的m可以理解为平滑窗口大小［24］，因此，

图5　三种阿伦方差对原子干涉仪的同一输出数据
序列计算结果

Fig.5　Calculation results of three Allan variances on the same 
output data sequence of atomic interferometer
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MAVAR 对于高频噪声能够起到更强的滤波效果，

但平滑窗口过大，平均时间超过 100 s后，对噪声

的高频分量滤波效果将会降低，这时与AVAR的区

别就不大。

图 6 单独考虑了 AVAR 和 MAVAR 对调相白色

噪声（WPM）的分辨能力。若将五类典型噪声的

功 率 谱 S ( f ) (S ( )f = bα f α，α = ±2， ± 1，0） 分

别替代式（36）和式（41）中的 Sϕ(ω)进行积分计算，

结果为［6］

S ( f ) ∼ f α, σy(τ) ∼ τμ 2,
AVAR:    α = 2, μ = -2 ; α = -2, ± 1, 0, μ = -α - 1
MAVAR: α = ±2, ± 1, 0, μ = -α - 1

（42）
因此，通过 log σy(τ) - log τ双对数曲线的不同

斜率就能分辨出各类噪声。但 AVAR 不能将 WPM
和 FPM 这两类高频噪声分开，因为 α = 2 和 α = 1
时的 μ 相同。图 6 中两条虚线包含了上述五类噪

声，权重因子相同，即 bα = 10-5，而两条实线则令

b2 = 0。τ较小时，两条 AVAR 曲线的斜率都是 k =
-1，而 MAVAR 曲线在有无 WPM 时的斜率分别为

k = -3 2和 k = -1。另外，WPM 对 MAVAR 的最低

点影响很小，而AVAR却相差近一个量级。评估原

子干涉仪的长期稳定性一般考虑 S ( f ) = b-1 f -1 的

FFM 对系统的影响，也就是阿伦方差曲线最低点

斜率为零的平坦位置。因此采用MAVAR来抑制高

频噪声对原子干涉仪长期稳定性评估的影响是更

合适的。当平均时间 τ足够大时，两种方差计算值

差别不大，MAVAR要比AVAR稍微小一点。

2.2　频域内的阿伦方差分析

原子干涉仪在野外、船舶和机载平台上工作

时，必须要考虑环境振动噪声对干涉仪灵敏度的

影响。通过阿伦方差σΦ(τ)与振动加速度噪声功率

谱 Sa(ω)在频域中的关系，可以计算振动噪声对干

涉仪灵敏度的影响。阿伦方差公式中对数据的一

阶差分和平滑处理会使原子干涉仪中单次测量的

振动噪声传递函数 H0(ω) 被调制。图 7 给出了

H0(ω)、HA(ω)和HM(ω)三种传递函数随频率 f变化

的特征。黑色实线是原子干涉仪单次干涉周期内

的振动噪声传递函数 H0(ω)；HA(ω)和 HM(ω)分别

为 AVAR 和 MAVAR 中的振动噪声传递函数。其

中，虚线和实线的平均时间分别为 τ = 10Tc 和 τ =
100Tc。图 7中计算所用参数为 Tc = 1 s，T = 0. 25 s，
拉曼光波长为780 nm，π 2脉冲时间 τR = 2  μs。

H0(ω)的包络在 f > 1 Hz时随 f线性下降，在低

频段 f ≤ 1 Hz时为常值，表明原子干涉仪对振动噪

声是一个低通滤波器，这因为在原子干涉仪的一

个干涉周期 Tc 内，拉曼光与原子的作用时间很短

（τR ≪ T < Tc 2），所以导致高频振动噪声通过拉

曼光反射镜进入干涉相位 δΦ 的值很小。HA(ω)
（蓝色曲线）和 HM(ω)（红色曲线）的包络均受到

H0(ω)的调制。对于 τ 相同时，HM(ω)对高频段噪

声抑制能力比HA(ω)更强，但两者都对低频段噪声

抑制能力较弱。因此对原子干涉仪短期灵敏度和长

期稳定性影响最大的都是振动噪声的低频段，当 τ

图6　AVAR 和MAVAR分别计算有WPM噪声（虚线）和无

WPM噪声（实线）时的结果对比

Fig.6　Comparison of results of AVAR and MAVAR variances 
with (dashed line) and without (solid line) WPM noise

图7　原子干涉仪的传递函数比较

Fig.7　Comparison of transfer functions of atomic interferometer
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较小时，对σΦ(τ)起主要贡献的低频段要向高频段

延伸。

图 7 中的 H0(ω) 在 fn = nf0 时处于零点位置，

f0 = 1 T 为干涉仪的特征频率，而 fc = 1 Tc 定义为

原子干涉仪的数据采样频率。HM(ω)和HA(ω)的分

子比 H0(ω)多了因子 sin (mTc ω 2 )，零点数目随 m

增 加 而 变 得 更 密 集 ； 而 分 母 多 增 加 的 因 子

sin (Tc ω 2 )导致噪声频率为干涉仪采样频率整数

倍 fn = nfc 时，HM(ω)和 HA(ω)是该频率附近的极

值，称为传递函数的次极点位置。MAVAR 比

AVAR 在时域上多了一次滑动平均，因此，HM(ω)
比HA(ω)在次极点位置更加尖锐，而 τ越长，则会

增强这种特征，只剩下噪声功率谱 Sa(ω)中离散的

频率对原子干涉仪灵敏度产生影响。有如下近

似［7］关系

τ = mTc → ∞, 2 sin4( )mTc ω 2
m2 sin2( )Tc ω 2 ~ ∑

j = -∞

∞
δ ( )ω - j2πfc

（43）
将式（43）代入式（36）中可以得到相位噪声功

率谱Sϕ(ω)与干涉仪灵敏度的关系［35］为

σ2
Φ(τ) = 1

τ ∑
n = 1

∞
| H (2πnfc ) |2

Sϕ( )2πnfc （44）

同样，也可以得到振动加速度噪声功率谱

Sa(ω)与干涉仪灵敏度的关系为

σ2
Φ(τ) = k2eff

τ ∑
n = 1

∞ || H ( )2πnfc
2

( )2πnfc
4 Sa( )2πnfc （45）

原子干涉仪的灵敏度主要受限于干涉仪采样

频率 fc 整倍数的噪声成分影响，这种因采样频率而

出现的现象被称为噪声的频率混叠效应，它与原

子钟中的 Dick 效应类似［36-39］，是导致原子干涉仪

系统灵敏度降低的原因之一［2］。振动噪声各频率

对干涉仪灵敏度的影响在式（45）中比相位噪声在

式（44）中多了一个衰减因子 (2πnfc ) -4
，若只考虑振

动引入的等效相位噪声，干涉仪灵敏度受低频噪

声影响更大。

原子干涉仪进行惯性量 （角速度和加速度）

测量时，存在测量死区。一个原子干涉周期内，

死区时间越长，则 Tc T 比值越大，干涉时间 T 被

包含在敏感函数 g ( t) 的傅里叶变换 G (ω) 内。

HM(ω)随Tc T的改变如图 8所示，黑色实线是原子

干涉仪单次干涉周期内的振动噪声传递函数

H0(ω)。图 8 中计算所用参数为 τ = 100Tc， T =
0. 25 s，其余参数及含义与图 7 一致。在 H0(ω)的
两个零点位置间，蓝色曲线（Tc T = 2）比红色曲线

（Tc T = 4）的次极大位置少了 2 个，而绿色曲线

（Tc T = 1）出现时，所有次极大位置都消失，表明

原子干涉仪测量过程无死区是其灵敏度提升的一

种途径，此时振动噪声对干涉仪的灵敏度影响最

小。在三脉冲拉曼光 Mach⁃Zehnder 构型的原子干

涉仪中，T的最大值只能是Tc 2。

若拉曼光的相位噪声功率谱 Sϕ 和振动加速度

噪声功率谱 Sa 都是白噪声，式（44）和式（45）可以

进一步简化；若只保留 G (ω)中小量 τR T 的一阶

量，且满足 τ Tc ≫ 1时，原子干涉仪灵敏度受到这

两类噪声的影响可以简单计算［7］为

σ2
Φ(τ) = ( π

2 ) 2 Tc
τ

Sϕ

τR
  （46）

     σ2
Φ(τ) = k2effT 4

2 ( 2Tc3T
- 1) Sa

τ （47）
原子干涉仪的灵敏度不仅直接正比于 Sϕ 和 Sa，

还受到拉曼光脉冲作用时间 τR 和死区时间等因素

的影响。通过更好的稳频技术和隔振技术 （包括

利用经典加速度计来补偿振动相位） 可以直接降

低 Sϕ 和 Sa 来提高干涉仪灵敏度。而式（46）表明通

过增加拉曼光与原子作用时间 τR，也可以减小拉

图8　原子干涉仪测量死区对传递函数HM(ω)的影响

Fig.8　Effect of measurement dead zone of atomic 
interferometer on transfer function
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曼光相位噪声对原子干涉仪灵敏度的影响，但较

长的作用时间又会减少进入干涉区域的原子数，

增加探测噪声，因此还需要综合考虑。如图 9 所

示，Td ( = Tc - 2T ) 为一个干涉周期 Tc 内的死区，

干涉时间 T取固定值 0. 25 s，纵坐标    σΦ    σΦ0 中的

σΦ0 是死区为零时     σΦ(τ)的计算值。式（47）和图 9
表明：干涉时间 T相同，不存在测死区（Tc T值最

小）时，原子干涉仪对惯性量的测量灵敏度最高；

当死区占比接近 50%，则灵敏度衰减近一半。因

此，通过连续制备原子源或者交替运行多个干涉

仪来减少甚至消除测量死区，都是提升原子干涉

仪系统灵敏度的有效路径［2，13］。 

3　结论

系统地给出了阿伦方差、重叠阿伦方差和修

正阿伦方差三种常见形式在时域和频域中的推导

过程，MAVAR 之所以比 AVAR 对高频噪声有更好

的抑制能力是因为它对采样数据多了一次滑动平

均。反映到频域上，MAVAR 的传递函数比 AVAR
的传递函数在次极点位置更加尖锐，对高频噪声

的频率分辨力更高。所以在 log σy(τ) - log τ双对数

曲线图中，MAVAR 能通过斜率区分五类典型噪

声，而 AVAR 不能将调相白色噪声（S ( f ) ∼ f 2）和

调相闪烁噪声（S ( f ) ∼ f 1）这两类高频噪声区分。

除此之外，MAVAR 比 AVAR 更适合用来评估原子

干涉仪的长期稳定性，并能更有效地抑制高频噪

声对阿伦方差最低点位置的影响。

基于阿伦方差的频域表达式，文中还给出了

原子干涉仪灵敏度与噪声功率谱的关系，其噪声

传递函数因为原子干涉仪存在测量死区而出现了

更多次极点，引起频率混叠效应，造成原子干涉

仪灵敏度下降。针对原子干涉仪在野外［40］、船

舶［41］和机载平台［42］上工作时必须考虑的环境振

动噪声，指出了灵敏度提升的两条途径：一是消

除原子干涉仪测量死区［13］；二是通过隔振技

术［43-45］或者振动相位补偿技术［46］来降低噪声功

率谱密度。

该研究可以推广到其它关于阿伦方差分析系

统灵敏度的类似问题。对于存在测量死区的测量

系统还包括脉冲方式工作的原子钟［47］、磁力仪［48］

和自旋陀螺仪［49］等。
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