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摘 要：电子—核自旋互联系统的动力学特性影响原子自旋惯性测量的响应带宽与外界磁场干扰抑制能力，是系统性能评价和工作参数选择的重要依据。本文基于无自旋交换弛豫（spin-exchange relaxation-free，SERF）条件下的完整六维非线性布洛赫模型，求取轴向稳态工作点并建立横向复变量局部模型。通过数值雅可比矩阵与小扰动时域响应检验局部模型。在固定工作点、对角动力学和输入向量的条件下，通过非对角耦合项置零与连续缩放，比较横向极点及惯性、磁场响应的变化。角速度阶跃幅值为0.0125 rad/s时，两种模型输出的归一化均方根误差为0.00686%。基准双向耦合使横向慢极点衰减率由0.25 s−1增至37.91 s−1；核自旋慢动态在电子自旋输出中的贡献使调节时间由0.0191 s延长至0.1541 s。两条非对角耦合系数同时放大30%时，惯性响应带宽由4.18 Hz增至8.34 Hz。模态分解表明，基准情形下快、慢模态对磁场零频增益的贡献近似抵消，但各模态的时间演化不同，瞬态响应仍可出现短时峰值。耦合乘积的模值与复相位共同影响横向极点，测量响应还取决于各模态的输入激励与输出投影。上述结果适用于给定工作点附近的小扰动及所研究的局部耦合项变化范围。研究结果为兼顾惯性响应带宽与磁场干扰抑制的系统参数设计提供了理论参考。
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Abstract: The dynamics of the interconnected electron–nuclear spin system affect the response bandwidth of atomic-spin inertial measurement and its ability to reject external magnetic-field interference and are important for performance evaluation and operating-parameter selection. An axial steady-state operating point is obtained from the full six-dimensional nonlinear Bloch model under spin-exchange relaxation-free (SERF) conditions. A local transverse model in complex variables is derived and checked against the numerical Jacobian and small-perturbation time-domain responses. With the operating point, diagonal dynamics, and input vectors fixed, off-diagonal coupling terms are set to zero or continuously scaled to compare changes in the transverse poles and the inertial and magnetic-field responses. At a rotation-step amplitude of 0.0125 rad/s, the normalized root-mean-square error between the outputs of the two models is 0.00686%. In the reference case with bidirectional coupling, the transverse slow-pole decay rate increases from 0.25 s−1 to 37.91 s−1. The contribution of slow nuclear-spin dynamics to the electron-spin output extends the settling time from 0.0191 s to 0.1541 s. When both off-diagonal coupling coefficients are increased by 30%, the inertial response bandwidth increases from 4.18 Hz to 8.34 Hz. Modal decomposition shows that the fast- and slow-mode contributions to the magnetic-field dc gain nearly cancel in the reference case, while their different time evolutions can still produce a transient peak. The magnitude and complex phase of the coupling product jointly affect the transverse poles, whereas the measurement response also depends on modal input excitation and output projection. These results apply to small perturbations near the specified operating point and the local coupling-term variations examined. The findings provide a theoretical reference for system parameter design that considers both inertial response bandwidth and magnetic-field rejection.
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0 引言
原子自旋惯性测量利用自旋系综相对于惯性空间的进动实现转动感知，具有实现超高灵敏度、高稳定性和小型化的潜力[1, 2]。无自旋交换弛豫（spin-exchange relaxation-free，SERF）共磁力仪是其主要实现形式之一。该系统通过圆偏振抽运激光建立碱金属电子自旋极化，经自旋交换碰撞向惰性气体核自旋传递极化，再由检测激光检测电子自旋横向极化。电子自旋具有较快的动态响应并易于实现光学读出，核自旋则凭借较长的相干时间提供惯性参考，二者共同构成由转动输入到光学读出的惯性测量链路。自旋交换光抽运理论[3]、原子磁测方法[4]和耦合自旋系综动力学[5]为该测量链路的建模提供了基础。已有研究表明，电子—核自旋相互作用可使惯性转动响应与低频磁场响应呈现不同的传递特性[6]。此外，围绕SERF原子磁强计及极弱磁场惯性测量装置，相关研究已从工作原理、关键器件和应用方向等方面进行了系统总结[7-9]。
上述测量链中的电子—核自旋双向耦合主要包含两类作用：自旋交换碰撞实现极化传递，费米接触等效磁场则影响自旋进动。已有研究分析了抽运功率对转动响应的影响[10]，并基于抽运光调制分析了自旋系综的极化响应与惯性输出特性[11]；相关工作还从时域响应、系综工作状态及检测误差等角度，研究了磁场、光场和角速度作用下的极化与刻度系数特性[12-14]。从内部动力学角度看，电子自旋和核自旋的响应可分解为具有不同衰减率和进动频率的动态模态[15,16]，较强耦合条件下的模态混合及临界动态特性也已得到讨论[17]。此外，围绕核自旋相干增强、核极化优化及交换碰撞接口的研究，从不同角度拓展了耦合自旋系综的工作范围[18-20]。上述研究表明，仅依据稳态补偿条件尚不足以全面表征系统的测量性能，还需进一步分析内部模态及其对电子自旋读出的贡献。
基于已有的完整布洛赫方程求解、模态分解和误差分析研究，本文区分双向耦合对内部状态与测量输出的不同作用，重点讨论三个问题：一是两个方向的耦合分别如何影响内部状态与电子自旋输出；二是电子快模态与核自旋慢模态如何随双向耦合连续演化；三是横向极点的变化如何反映在惯性响应带宽和低频磁场交叉敏感度中。其中，横向慢极点衰减率表征内部模态的耗散特性，而电子自旋输出的调节时间还取决于各模态在输出中的贡献，因此二者需分别评价。
围绕上述问题，本文在完整六维非线性布洛赫模型中显式分离两个方向的耦合项，将电子自旋与核自旋表示为双向互联子系统，并求取轴向稳态工作点。在该工作点附近建立横向复变量局部模型，并利用耦合特征根和描述性耦合指标分析模态演化。在固定工作点、对角动力学和输入向量的条件下，通过耦合项置零与连续缩放区分单向和双向耦合的作用，比较内部极点、惯性响应带宽和低频磁场交叉敏感度，以分析模态变化在归一化电子自旋输出中的表现。
1 电子—核自旋双向互联动力学模型
1.1 六维非线性模型
考虑由碱金属电子自旋系综与惰性气体核自旋系综构成的 SERF 惯性测量系统[6,21]。圆偏振抽运光沿  轴建立纵向极化，检测光读取电子自旋横向分量 ，横向测试输入沿  轴施加。本文以上标 、 区分电子自旋与核自旋，以下标 、、 表示坐标分量，并定义
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其中，上标  表示转置。本文采用  的转动符号约定，变量上方的圆点表示对时间求导。为表征电子自旋横向极化相对于工作点纵向极化的响应，并统一后续传递函数和响应指标的输出定义，定义归一化电子自旋输出为
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其中，上标  表示工作点取值， 为工作点处的电子自旋纵向极化。归一化电子自旋输出  不包含光路增益，用于表征自旋动力学引起的相对响应。
采用电子—核自旋共磁测量研究中常用的耦合布洛赫方程结构[5,15,16]：
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式中，、 分别为以角频率表示的电子自旋与核自旋旋磁比； 为工作点处的电子自旋减慢因子；、、 分别表示外磁场、光频移等效场和角速度。系数 、 分别为核自旋与电子自旋的费米接触等效磁场系数， 为作用于电子自旋的核接触场， 为作用于核自旋的电子接触场。 为  轴单位向量， 为抽运光子自旋， 为光抽运项。 为核自旋向电子自旋传递极化的速率， 为电子自旋向核自旋传递极化的速率； 为电子自旋总弛豫率，其中  为电子自旋破坏弛豫率； 为核自旋总弛豫率。
如图1所示，圆偏振抽运光沿  轴建立电子自旋极化，再通过自旋交换向核自旋传递极化。转动以相同几何角速度作用于两类自旋，磁场引起的进动则取决于各自的旋磁比。费米接触等效磁场与自旋交换极化传递共同形成电子自旋与核自旋之间的双向耦合。
[bookmark: _GoBack][image: 电子—核自旋互联作用示意图]
图1  电子—核自旋互联作用示意图
Fig.1  Interconnection mechanism of electron and nuclear spins
1.2 双向互联系统
令 ， 为三阶单位矩阵；不含另一系综状态的项分别记为  和 ，其中 。以 、 分别表示电子自旋与核自旋子系统，则
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两个方向的耦合项分别为
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式（7）和式（8）分别描述核自旋对电子自旋的反馈作用和电子自旋对核自旋的作用。两式中的反对称矩阵项表示另一自旋系综的费米接触等效磁场引起的进动，单位矩阵项表示自旋交换引起的极化传递。为区分两个方向的作用，本文将指定的局部非对角耦合项置零，称为耦合项消融；比较时保持工作点、对角动力学和输入向量不变。
以电子自旋横向极化为输出时，核自旋对电子自旋的耦合项将受激核自旋动态引入输出，电子自旋对核自旋的耦合项则使电子自旋响应作用于核自旋。两个方向的耦合同时存在时，耦合项的乘积进入特征方程。进动耦合与极化传递分别对应非对角系数的虚部与实部，因而需同时关注模态衰减率和进动频率的变化。
[bookmark: 模型参数与轴向稳态工作点]1.3 模型参数与轴向稳态工作点
本文模型的具体参数见表1[22]，表中参数对应电子对角衰减率205 s−1和核自旋对角衰减率0.25 s−1，用于分析两类自旋具有不同时间尺度时的耦合响应。
表1 模型参数
Tab.1 Model parameters
	符号
	数值
	单位
	符号
	数值
	单位

	
	175.929
	rad·s⁻¹·nT⁻¹
	
	20
	s⁻¹

	
	0.0211115
	rad·s⁻¹·nT⁻¹
	
	0.02
	s⁻¹

	
	5
	1
	
	0.25
	s⁻¹

	
	1000
	s⁻¹
	
	3000
	nT

	
	0.5
	1
	
	150
	nT

	
	5
	s⁻¹
	
	-117.119
	nT


在上述参数下求取轴向稳态工作点，此时四个横向稳态分量为零。令电子自旋与核自旋纵向极化的时间导数为零，可得两类自旋纵向极化的解析关系：


表1参数满足 ，因此上述轴向速率平衡方程具有唯一解。以该解析解作为稳态方程数值求解的初始猜测值，并以 [0,0,0.49]T、[0,0,0.04]T 作为另一组初始猜测值进行复核，所得工作点一致：
	

	（9）


令  为虚数单位，满足 。补偿磁场为−117.12 nT。将工作点代入六维稳态方程，导数残差的二范数小于10−10 s−1。在该轴向工作点处，按横向和纵向分量重排的六维雅可比矩阵呈分块对角结构。纵向子矩阵的迹为−205.25 s−1，行列式为51.23 s−2，对应特征值为−205.0001 s−1和−0.2499023 s−1；两组横向共轭特征值为（−167.3380±j8.2308） s−1和（−37.9120±j9.1580） s−1。各特征值实部均为负，表明基准工作点局部渐近稳定。完整模型中实部最大的特征值属于纵向子空间，应与横向慢极点区分。
工作点处的核接触场和电子接触场分别为117.119 nT和73.199 nT。本文的轴向补偿条件使电子自旋所受核接触场与外场相抵；核自旋仍感受电子接触场与外场之和。完整六维非线性模型以该工作点为初始状态，局部模型以对应的零扰动状态为初始状态。上述稳定性结论仅适用于该工作点附近，不代表全局稳定性。
2 横向耦合模态及动态特性
2.1 横向复变量局部模型
以该轴向稳态工作点为基准，定义横向复变量
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并令 、。对式（3）—（4）作一阶线性化，可得
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其中， 为二维复状态矩阵，、 分别为电子自旋与核自旋的对角动力学系数， 为核自旋作用于电子自旋的局部耦合系数， 为电子自旋作用于核自旋的局部耦合系数；、 分别为磁场输入与角速度输入的二维复系数向量。对角动力学系数与非对角耦合系数分别为
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而
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记 、，其中 、 为两个孤立子系统的对角衰减率，、 为相应的对角进动角频率，则横向特征根为
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当  时，两个特征根分别退化为电子自旋与核自旋的独立极点；两个方向的耦合同时存在时，根号内的乘积项改变两个模态的衰减率和进动频率。由于  与  通常为复数，该耦合作用既不能等效为纯刚度，也不能简单视为附加阻尼。
复变量形式将 、 两个实横向分量合并，但不改变系统的物理自由度：式（11）等价于四维实状态空间，对应实状态矩阵的四个特征值由复状态矩阵的两个特征值及其共轭组成。横向磁场通过两类自旋各自的旋磁比进入系统，转动则以相同的几何角速度直接作用于两类极化。两种输入向量的结构不同，因此在相同状态矩阵下，磁场与角速度输入可对应不同的低频传递特性。后文所述惯性刻度系数与低频磁场交叉敏感度，分别由  和  到归一化电子自旋输出的传递关系确定。
根式中的  项表示双向互联对模态的作用。若仅保留一个方向的耦合，状态矩阵呈三角形式，其特征值仍为  和 ；状态与输出仍可因单向驱动而出现慢尾项，但极点不发生移动。只有两个方向的耦合作用同时存在，极点才偏离各自的对角动力学。因此，耦合项消融需同时比较内部极点和输出响应：前者反映系统内部动力学，后者还取决于各模态的输入激励及其在电子自旋输出中的投影。
将基准参数及相应工作点代入局部模型，得到
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式（18）中的系数经舍入后列出，后续计算采用未舍入参数。由式（17）得到的两个横向极点分别为（−167.34+j8.23）s−1和（−37.91−j9.16）s−1。采用中心差分计算完整六维雅可比矩阵，其横向子矩阵与  对应四维实矩阵之间的最大元素误差为1.46×10−11 s−1；四个共轭横向特征值的最大匹配误差为9.53×10−14 s−1。两种线性化结果在该工作点处一致。
2.2 描述性耦合指标与模态分析
[bookmark: 描述性耦合指标与模态分析]为比较不同耦合条件下的模态变化，以两个子系统的耗散为参照，定义
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基准耦合指标为125.87，表示耦合乘积模值相对于两个对角耗散率乘积的大小。该指标用于比较给定局部模型中耦合乘积的相对大小，不能单独作为稳定性判据。为明确复相位的作用，定义耦合乘积相位 ，则
	
	（20）


将上述表达代入式（17）可知，同一耦合指标对应的极点位置还随复相位变化。基准相位为−170.81°。保持对角项和耦合乘积模值不变，仅将两条非对角耦合系数分别乘以 ，其中  为基准相位。相位取−180°、−170.81°和−150°时，横向慢极点衰减率分别为39.14 s−1、37.91 s−1和29.11 s−1；相应慢极点虚部分别为−1.21 s−1、−9.16 s−1和−23.05 s−1。这些结果表明，即使耦合指标相同，模态衰减率和进动频率仍可不同。稳定性和极点移动应依据完整复状态矩阵判断。该相位对比用于分离局部模型中的相位作用，并不意味着相位可在装置中独立调节。
连续缩放分析采用正实数  同时缩放两条非对角耦合系数，因而分析的是固定复相位下的模态变化。 时乘积为零，其相位不作定义。该扫描结论限于所给对角动力学及相位条件。
为说明横向一阶截断，分析  在小扰动下的变化阶次。设横向扰动量为 ，则 ；由于轴向导数中的叉乘项由两个横向分量相乘，可得 。这一阶次关系构成横向一阶截断的理论依据。
3 数值仿真与讨论
3.1 评价指标与分析方案
完整六维非线性模型与局部模型采用相同输入，分别以轴向稳态工作点和零扰动状态为初始状态。数值雅可比矩阵用于检验解析局部矩阵。两种模型的输出差异用归一化均方根误差（normalized root-mean-square error，NRMSE）评价：在0～0.6 s的相同等间隔采样点上，将两种模型输出差值的均方根除以完整模型输出的峰—峰值和最大绝对值中的较大者。
调节时间定义为输出进入并持续保持在稳态值±2%误差带内所需的时间，误差带半宽取稳态变化量绝对值的2%。两种模型的稳态值均由恒定输入下各自的稳态方程求得，调节时间由阶跃响应最后一次进入误差带的时刻确定。非线性响应的计算延续至收敛，以检查输出是否再次越出误差带。超调量取响应沿稳态变化方向超出稳态值的最大偏差与稳态变化量绝对值之比，以百分数表示；未超出时记为零。上述相对指标适用于稳态变化量非零的响应。
角速度响应的−3 dB带宽定义为幅频响应与非零零频增益幅值之比首次下降至  时的频率，简称惯性响应带宽。零频增益为零时不定义该相对带宽；接近零频增益过零点时，需结合完整幅频响应解释该指标。
记横向局部模型中实部最大的极点为主导极点 ，调节时间为 ，超调量为 。为明确两类输入到电子自旋输出的传递关系，令  为式（11）对应的四维实状态矩阵，状态按  排列。、 分别为实磁场输入  和角速度输入  的列向量， 为归一化电子自旋输出行向量。两类单轴传递函数定义为
	
	（21）


式中， 为拉普拉斯变量， 为四阶单位矩阵。令  可得频率响应，其中 ， 为频率。有符号惯性刻度系数为恒定角速度输入下的稳态输出变化量与输入幅值之比，即 ，其幅值为 。低频磁场交叉敏感度定义为 ，即取磁场传递函数零频增益的幅值。等效角速度磁敏感系数定义为
	
	（22）


 的单位为s/rad，弧度按无量纲处理时记为s； 的单位为nT−1， 的单位为(rad/s)/nT。等效角速度磁敏感系数表示磁场输入折算到角速度输入端的转换系数。这些指标描述归一化电子自旋输出的确定性响应，不包含光路增益或噪声谱密度。磁场阶跃峰值取 ，其中  为零初始扰动下的磁场响应；比较时保持阶跃幅值相同。
3.2 局部模型验证与耦合项对比
为检验局部模型对不同幅值扰动的响应，沿  轴施加三组角速度阶跃，幅值依次为 0.20、0.05 和 0.0125 rad/s。记 ，其中 、，下标  表示0～0.6 s区间内的最大绝对值。图2（a）、（b）比较最大输入幅值下的电子自旋与核自旋横向分量；图2（c）比较按输入幅值归一化后的三组输出；图2（d）给出输出 NRMSE 和核自旋轴向偏差峰值随输入幅值的变化。输入幅值由 0.20 rad/s 减至 0.0125 rad/s 时，NRMSE 由 1.77×10−2 降至 6.86×10−5（即 0.00686%），缩小约 258.3 倍。最小输入幅值下，完整六维非线性模型与局部模型的调节时间分别约为0.15424 s和0.15406 s，两者接近。在该区间内，最大输入幅值下的 约为 8.24×10−5，且其量级随输入幅值的平方减小。NRMSE 随输入幅值减小而收敛，表明局部模型在该比较区间内保留了工作点附近的一阶横向动态。误差增长趋势与纵向分量的二阶变化相一致。
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	（a）电子自旋横向极化	（b）核自旋横向极化
	(a) Electron-spin transverse polarization	(b) Nuclear-spin transverse polarization
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	（c）不同输入幅值的归一化响应	（d）局部模型误差与核自旋轴向偏差峰值
	(c) Normalized responses at different input amplitudes	(d) Local-model error and peak deviation of axial nuclear-spin polarization

图2 横向复变量局部模型与完整六维非线性模型的对比
Fig.2 Comparison of the local transverse model in complex variables with the full six-dimensional nonlinear model
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为区分两个方向的耦合作用，固定工作点、对角动力学和输入向量，分别讨论无耦合、仅保留核自旋对电子自旋作用、仅保留电子自旋对核自旋作用和双向耦合四种情形。图3和表2给出各情形的响应。无耦合情形与仅保留电子自旋对核自旋作用的情形具有相同的电子自旋输出。电子自旋对核自旋的单向作用虽改变核自旋横向响应，但该变化未反馈至电子自旋，因而不改变 。仅保留核自旋对电子自旋作用时，受角速度直接激励的核自旋慢动态进入电子自旋输出，形成慢尾项。两个方向的耦合作用同时存在时，局部模型横向慢极点的衰减率由 0.25 s−1 增至 37.91 s−1，即增至无耦合情形的 151.6 倍。

表2 单向与双向耦合的归一化惯性响应指标
Tab.2 Normalized inertial-response metrics for unidirectional and bidirectional coupling
	模型
	
	
	
	

	无耦合
	0.250
	0.0191
	0.00
	0.0049

	仅
	0.250
	14.6265
	42.88
	−20.2059

	仅
	0.250
	0.0191
	0.00
	0.0049

	双向耦合
	37.912
	0.1541
	0.00
	-0.1177
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无耦合时，电子自旋输出仅来自本征快通道，调节时间为 0.0191 s；双向耦合下的调节时间为 0.1541 s，延长至无耦合快通道的约 8.07 倍。横向慢极点衰减率表征内部模态的耗散，输出调节时间还取决于各模态的输出贡献。核自旋反馈引入输出慢尾项，双向耦合改变横向极点，因此内部模态与输出响应需分别评价。
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	（a）电子自旋输出	（b）核自旋横向响应
	(a) Electron-spin output	(b) Nuclear-spin transverse response
[image: ]  [image: 图3d 衰减率与调节时间，按真实稳态值计算]
	（c）不同互联通路的特征根	（d）衰减率与调节时间
	(c) Eigenvalues for different interconnection paths	(d) Decay rate and settling time
图3 单向与双向耦合对比
Fig.3 Comparison of unidirectional and bidirectional coupling
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3.3 耦合演化及测量响应
为评估局部非对角耦合项连续变化的影响，保持工作点、对角动力学和输入向量不变，将  与  同时乘以实缩放系数 ，在  范围内比较。 表示局部解耦状态， 表示基准双向耦合状态。该系数仅缩放局部非对角耦合项，不预设其与实验调节量的一一对应关系。对于正实数缩放，耦合乘积的相位保持不变，乘积模值及  按  变化；当  时，两条非对角耦合系数各放大30%，其乘积及耦合指标均为基准值的1.69倍。
图4（a）—（c）显示，局部无耦合时电子快极点约为−205 s−1，核自旋慢极点为（−0.25−j0.927）s−1。随着缩放系数增大，快模态衰减率减小，慢模态衰减率增大；两条特征根的虚部分别向正、负方向变化。图4（a）的纵坐标为特征根虚部除以 ；图4（c）给出该频率的幅值。基准快、慢模态衰减率分别为167.34 s−1和37.91 s−1。在所研究的固定相位缩放范围内，各横向极点实部均为负。
极点变化对惯性响应带宽的影响，还需结合零频增益分析。在缩放系数接近零的区域，惯性刻度系数随  变化并在约0.00024136处过零。零频增益趋近于零会改变−3 dB比较基准，因此该区域的相对带宽不宜直接解释为响应速度。图4（d）将无耦合点单独标出，带宽曲线仅连接  的结果。在该非零耦合区间内，带宽先小幅下降，随后随慢模态衰减加快而回升。基准调节时间为0.1541 s，带宽为4.18 Hz；缩放系数为1.3时，带宽为8.34 Hz。
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	（a）特征根轨迹	（b）模态衰减率
	(a) Eigenvalue trajectories	(b) Modal decay rates
[image: ]  [image: 图4d 带宽与耦合指标，无耦合点单独显示]
	（c）模态进动频率	（d）惯性响应带宽与耦合指标
	(c) Modal precession frequencies	(d) Inertial-response bandwidth and coupling index
图4 局部非对角耦合系数缩放下的模态与动态特性
Fig.4 Modal and dynamic characteristics under scaling of the local off-diagonal coupling coefficients







为比较两类输入下的稳态增益与瞬态响应，分别施加0.01 rad/s和0.10 nT的  轴阶跃输入，选取缩放系数为0、1和1.3的情形。图5（a）表明，无耦合情形的惯性刻度系数幅值为4.88×10−3 s，基准双向耦合下为0.1177 s。图5（b）、（c）中的基准低频磁场交叉敏感度为2.314×10−4 nT−1，约为无耦合情形的1/741.7。对应的有符号零频磁场增益和惯性刻度系数分别为−2.314×10−4 nT−1和−0.1177 s，故基准等效角速度磁敏感系数幅值为1.966×10−3 (rad/s)/nT。由于惯性刻度系数也随缩放系数变化，磁场输出增益与等效角速度磁敏感系数的下降比例不能直接等同。
在上述固定工作点和固定相位的缩放条件下，缩放系数由1增至1.3时，惯性响应带宽由4.18 Hz增至8.34 Hz，惯性刻度系数幅值由0.118 s降至0.0857 s。图5（d）以离散点比较三个给定的缩放状态，不代表其间的连续变化轨迹。基准双向耦合下的磁场零频增益较小，但瞬态响应中仍有短时峰值。第3.4节将结合各模态的输入激励与输出贡献，分析这一稳态与瞬态差异。
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	（a）归一化角速度响应	（b）归一化磁场响应
	(a) Normalized rotation response	(b) Normalized magnetic-field response
[image: 图5c 稳态指标幅值]  [image: 图5d 三个离散状态的带宽与调节时间]
	（c）稳态刻度系数与交叉敏感度幅值	（d）角速度带宽与调节时间
	(c) Magnitudes of the steady-state scale factor and cross-sensitivity	(d) Rotation bandwidth and settling time
图5 局部非对角耦合系数缩放下的测量响应
Fig.5 Measurement responses under scaling of the local off-diagonal coupling coefficients








3.4 磁场响应的模态分解
为解释上述稳态与瞬态响应的差异，对四维实局部模型作模态分解，比较相同状态矩阵下各模态的输入激励和输出贡献。令  为  的特征值， 为右特征向量， 为左特征向量，并取 。其中，上标H表示共轭转置， 为克罗内克符号，指标  取1至4。本文采用的局部矩阵具有完整的特征向量组，因此有
	

	（23）


 为输入  对应的第  个模态留数。 表示输入对该模态的激励， 表示该模态在电子自旋输出中的投影。模态留数由输入激励与输出投影的乘积确定。磁场与角速度的输入向量不同，因此即使极点相同，各模态的输出贡献仍不同[15,16]。在零初始扰动下，令第  类阶跃输入的幅值为 ，其归一化电子自旋输出为 ，则
	
	（24）


由式（24）可得零频增益：

将共轭极点成对合并后，表3给出基准模型的快、慢模态对两类零频增益的贡献。磁场输入下，两组模态对零频增益的贡献符号相反、幅值接近，叠加后对应较小的稳态输出。两组模态的衰减率和进动频率不同，其瞬态贡献不能始终保持上述近似抵消。在0.10 nT阶跃下，基准局部模型的输出绝对峰值约为0.01361，出现在0.0114 s附近，而稳态输出绝对值约为2.314×10−5。角速度输入下，两组模态的零频贡献同号，未出现同样的抵消。因此，磁场稳态增益、瞬态峰值与惯性刻度系数需分别评价。
表3 基准模型零频增益的模态贡献
Tab.3 Modal contributions to the dc gains of the reference model
	模态贡献
	/nT−1
	/s

	快模态对
	+0.2661933
	−0.0266384

	慢模态对
	−0.2664247
	−0.0910699

	合计
	−0.0002314
	−0.1177083


3.5 局部缩放与物理参数变化
前述缩放分析固定工作点、对角动力学和输入向量，以分离局部非对角耦合项的作用。由式（12）—（16）可见，实际物理参数变化可同时影响工作点、对角项、非对角项和输入向量。例如，改变抽运率会通过  改变电子耗散，并通过轴向速率平衡改变两类纵向极化。为保持本文的轴向补偿条件，外加纵向磁场也需随工作点更新。因此，第3.3节的局部缩放结果不能直接替代实际参数变化后的响应计算。
在模型中取抽运率为900 s−1、1000 s−1和1100 s−1，其余独立参数保持表1中的取值，并在每个抽运率下重新求取工作点和补偿磁场，更新局部矩阵及输入向量。电子自旋纵向极化分别为0.48670、0.48800和0.48906，核自旋纵向极化分别为0.03894、0.03904和0.03913；电子对角衰减率分别为185 s−1、205 s−1和225 s−1，惯性响应带宽分别为4.86 Hz、4.18 Hz和3.69 Hz。三个工作点的六维雅可比矩阵特征值实部均为负。该对比说明，物理参数变化会同时影响多个模型项，带宽趋势不能仅由固定工作点下的缩放结果推断。
本文采用空间均匀的集总极化模型，以轴向稳态工作点为基准，局部模型仅保留横向扰动的一阶项。小扰动验证限于给定的角速度阶跃幅值；固定工作点下的系数缩放和相位对比均属于局部矩阵分析。抽运率对比仍保持减慢因子为常数及其余独立参数不变。对具体装置开展验证时，应在每个工作状态下确定纵向极化、有效弛豫和接触场，并在同一输入幅值及频率范围内比较稳态增益、调节时间和磁场瞬态峰值。
4  结论 
本文在完整六维非线性布洛赫模型基础上，建立了电子—核自旋互联系统的横向复变量局部模型，并通过非对角耦合项置零与连续缩放，分析内部模态及测量响应。核自旋对电子自旋的反馈将受激核自旋动态引入电子自旋输出；反向作用与该反馈共同构成双向耦合，改变系统的横向极点。极点位置受耦合乘积模值和复相位的共同影响，各模态的输出贡献还取决于输入激励与输出投影。基准情形下，快、慢模态对磁场零频增益的贡献近似抵消，但各模态的时间演化不同，瞬态响应仍可出现短时峰值。上述结论适用于集总模型的轴向工作点附近及所研究的小扰动范围；实际参数调整时，需结合工作点、对角动力学和输入向量的变化，联合评价惯性刻度系数、响应带宽与磁场响应。本研究为从耦合模态角度评价原子自旋惯性测量系统的动态性能，以及兼顾惯性响应与磁场干扰抑制的参数设计提供了理论参考。
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