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[bookmark: 绪论][bookmark: 非线性误差-gamma-的级数展开][bookmark: 非线性误差与三差的数学推导][bookmark: 一-理论大纲][bookmark: _GoBack]摘  要：外差激光干涉仪是超精密位移测量的核心装备，其测量精度提升的主要瓶颈，源于光学系统非理想特性引入的非线性误差（NCE），典型表现为信号不等幅、直流偏置与相位非正交三大特征。本文在严格推导外差干涉非线性误差级数模型的基础上，对比分析了传统解析补偿法与椭圆拟合法的内在局限，指出二者本质上属于被动数学拟合，难以消除动态位移下的残余谐波波动。为此，提出一种基于改进偏振片旋转法的主动反馈补偿策略：通过 1/4 波片与可控旋转偏振片构建闭环调控结构，利用自变量物理冻结机制，将随位移剧烈变化的动态非线性误差等效转化为静态常数偏置；结合静态预扫描剥离与快速傅里叶变换（FFT），实现系统初始相位偏置 ϕ₀ 的高精度标定与起点对齐。仿真结果初步验证了该方法在理想条件下的理论可行性，可将纳米量级一阶非线性误差有效抑制至0.1 nm以下，李萨如图形恢复为标准单位圆，测量精度逼近克拉美-罗下界（CRLB）噪声极限。本文工作现阶段以理论建模与仿真分析为主，从硬件闭环层面为消除非线性误差提供了新思路。后续将搭建实验平台进行硬件验证，可望为实现超精密、高线性度位移测量提供理论与技术支撑。
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Research on nonlinear error compensation of heterodyne interference based on the improved polarizer rotation method
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Abstract：Heterodyne laser interferometers serve as core instruments for ultra-precision displacement measurement. The main bottleneck restricting their measurement accuracy lies in nonlinear errors (NCE) induced by non-ideal characteristics of optical systems, which are typically manifested in three features: unequal amplitude, DC offset, and non-orthogonality. Based on a rigorous derivation of the series model for nonlinear errors in heterodyne interferometry, this paper compares and analyzes the inherent limitations of traditional analytical compensation and ellipse-fitting methods. It is pointed out that both methods essentially belong to passive mathematical fitting and can hardly eliminate residual harmonic fluctuations under dynamic displacement conditions. To address this issue, an active feedback compensation strategy based on an improved polarizer rotation method is proposed. A closed-loop regulation structure is constructed using a quarter-wave plate and a controllable rotating polarizer. By means of the independent-variable physical freezing mechanism, dynamic nonlinear errors that fluctuate sharply with displacement are equivalently converted into static constant offsets. Combined with static pre-scan stripping and Fast Fourier Transform (FFT), high-precision calibration and initial alignment of the system initial phase offset ϕ₀are achieved. Simulation results preliminarily verify the theoretical feasibility of the proposed method under ideal conditions, which can effectively suppress first-order nonlinear errors from the nanometer scale to below 0.1 nm, restore the Lissajous figure to a standard unit circle, and bring the measurement accuracy close to the noise limit of the Cramér-Rao Lower Bound (CRLB). At this stage, this work focuses primarily on theoretical modeling and simulation analysis. This research introduces a new concept for eliminating nonlinear errors at the hardware closed-loop level, and an experimental platform will be constructed for hardware validation in future work, which is expected to offer theoretical and technical support for realizing ultra-precision and high-linearity displacement measurement.
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[bookmark: 外差干涉仪的非线性误差来源与推导]1 引言
随着半导体制造、超精密加工及纳米计量技术的飞速发展，现代工业对位移测量精度的需求已由纳米级向亚纳米级乃至皮米级跨越。外差激光干涉测量技术因其测量速度快、抗干扰能力强、量程大且可直接溯源至长度基准等显著优势，成为超精密位移测量的首选手段。然而，受限于光学系统中物理器件的非理想特性（如偏振分束器漏光、波片相位延迟偏差及安装准直失准），系统中不可避免地存在频率混叠现象。这种混叠导致干涉信号在解调时产生周期性的非线性误差（Nonlinear Compensation Error,  NCE）。在时域信号表现上，非线性误差主要呈现为典型的“三差”特征：不等幅、直流偏置与非正交。如果不加补偿，此类误差通常在 1~20 nm 之间，已成为制约干涉仪跨越亚纳米精度极限的核心瓶颈[1-6]。传统的补偿方案主要分为解析补偿法与椭圆拟合法[7-13]。然而，这些方法本质上属于被动数学拟合，虽然能降低误差幅值，但无法消除误差对位移的变化率。根据克拉美-罗下界（Cramér-Rao Lower Bound, CRLB）推导可知，只要误差变化率不为0，系统精度仍会随位移呈现周期性波动，难以达到理论上的噪声极限。近年来，国际上也提出了多种针对非线性误差的主动抑制与新型算法补偿策略。然而，这些软件定义的方法本质上依然属于被动数学拟合，难以彻底消除动态位移下的残余谐波波动。为解决上述问题，本文深入探讨了基于改进偏振片旋转法的主动补偿机制[7]，与传统的静态或被动算法不同，该方法利用  波片与受控旋转偏振片构建物理反馈闭环，将随位移剧烈波动的动态非线性误差在物理层面“冻结”为静态常数偏置，从而使系统测量方差仅受限于随机噪声。
本文首先建立了包含一阶与二阶分量的非线性误差级数模型，详细阐述了频率混叠导致“三差”现象的物理机理；随后，通过理论推导证明了传统补偿法在处理动态变化率上的局限性；最后，提出了一种改进的偏振片旋转反馈补偿方案，并结合静态扫描与 FFT 提取技术实现了系统初始相位  的高精度标定。仿真结果初步验证了该方法在抑制动态非线性误差、实现亚纳米级超精密测量方面的理论可行性。本文工作目前以理论建模与仿真分析为主，后续将进一步开展实验验证。
2 外差干涉仪的非线性误差
[bookmark: 理想状态下的线性关系]2.1 理想状态下的线性关系
如图1所示，在外差激光干涉系统中，双频激光光源输出两束频率分别为  和  （频率差为  ）且偏振方向互相垂直的正交线偏振光。两束光通过偏振分束器（PBS）进行分光，分别通过参考臂和干涉测量臂，再次汇合后形成拍频干涉信号，使用测量探测器  检测，并与参考探测器  检测到参考信号进行相位比较。此时，理想的参考信号  定义为：，理想的测量信号  定义为：。其中， 和  分别是参考信号和测量信号的幅值； 和  分别是参考信号和测量信号的本征初始相位。两束相干光波之间的目标测量相位差  可表示为：。式中， 代表携带位移信息的测量光瞬时相位， 代表参考光的瞬时相位。此时，通过相位计解调出的相位差  与被测物体的物理位移  呈严格的线性关系：，其中  为激光在介质中的波长。

[image: 图片1]
图1 外差干涉仪原理图[7]
Fig.1 Schematic diagram of heterodyne interferometer[7]
[bookmark: 非线性误差的来源频率混叠]2.2 非线性误差来源
[bookmark: 混叠光场的数学描述]针对理想的光学系统，参考探测器  获取的信号仅作为相位基准。正如部分研究指出，即使参考干涉臂的分光或检偏存在微小非理想特性，其引入的仅仅是一个静态的初始相位偏置 ，并不会随测量臂位移  产生动态变化。因此，外差干涉仪中随位移呈周期性波动的非线性误差（NCE），其核心物理来源严格限定在测量光路中偏振分束器（PBS）的漏光与频率混叠。
假设双频激光器输出的理想频率为 （p偏振）和 （s偏振），拍频为 。在经过非理想的 PBS 后，本应纯净的光束中混入了少量正交偏振分量。此时，到达测量探测器  前，测量臂（M）与参考臂（R）返回的光场  和  可严谨表述为：  ； 式中， 和  为两臂的主频率幅值； 和  为由 PBS 有限消光比导致的泄漏频率幅值（通常  且 ）； 和  分别为包含位移信息的测量臂与参考臂光学相位； 和  为非理想光学元件引入的静态附加相位。
两束光通过  测量检偏器后发生干涉。由于光电探测器  的带宽限制，它相当于一个低通滤波器，无法响应  量级的光频信号，仅输出交流拍频（ MHz）和直流光强。基于平方律探测原理  ，提取出探测器输出电流的交流干涉项 ： 式中， 即为目标测量相位。从上式可以清晰地看出，除了第一项理想干涉信号外，频率混叠引入了三个寄生项。第二和第三项的相位与位移  无关，它们将导致信号的直流漂移；第四项包含负相位的 ，它是引起椭圆畸变的核心原因。上述四项的矢量叠加，最终宏观表现为干涉信号的附加非线性相位误差 。
2.3 非线性误差  的级数展开
[bookmark: 二阶误差公式-pi-周期]在小泄露条件下（），利用泰勒级数展开，可将其简化为包含一阶与二阶谐波的母函数形式，即可得到完整的统一非线性误差模型： 

[bookmark: 一阶误差幅值-k_1-与初相-psi_1][bookmark: 二阶误差幅值-k_2-与初相-psi_2]一阶项 ：主要由单次频率混叠引起，直接导致正交信号的不等幅和非正交，导致李萨如图形变为椭圆。数学表达式由两个干涉臂的泄露比矢量合成。其中， 表征了李萨如图形偏离标准圆的程度（变成椭圆或倾斜）。 则决定了这种波动的相位起始点，即误差在位移扫过  周期时的峰值位置 。二阶项 ：由混频分量的二次谐波引起，导致李萨如图形圆心偏移（直流偏置），其变化速度是位移速度的两倍。其中，， 主要引起信号的直流偏置，导致李萨如图形的圆心偏离原点 。 反映了这种  周期波动与位移基波之间的相位差 。
基于外差干涉仪的物理模型，系统观测到的总相位  包含理想相位、初始偏置和非线性误差项  ： 

其中， 为初始附加相位移（系统偏置常数）， 是系统在“零位”时客观存在的静态相位偏置。物理来源包括：安装时测量臂与参考臂之间初始存在的微小物理长度差几何路程差、双频激光器输出的两个频率分量（）本身带有的初始相位差（）本征相位、光电探测器及后续处理电路（如滤波器、放大器）产生的固定信号传输延迟电路延迟。
[bookmark: 方法-a解析补偿法-analytical-compensation][bookmark: 三种补偿方法的闭式推导]3 外差干涉非线性误差补偿方法
外差激光干涉仪以其高分辨率和抗干扰能力成为超精密测量领域的核心设备，但在实际应用中，由于激光光源的非理想偏振、光学元件的退偏效应以及偏振分束器（Polarization beam splitter, PBS）的漏光，系统不可避免地存在非线性误差（通常为一阶或二阶谐波）。为了有效抑制并补偿这些非线性误差提升系统精度。目前主流的补偿方案主要分为两大路径：一种是软件后处理法（例如解析补偿法与椭圆拟合法），通过数学建模修正已采集的受损信号；另一种是物理层面的主动抑制法（如改进偏振旋转法），通过动态调整物理光路参数实现误差的实时“冻结”。
3.1 解析补偿法
在软件端通过构造逆函数对  进行修正，不改变物理光路。令补偿后的相位为 ，其通过减去估计的误差项得到：

将  代入，并利用  进行展开： 

[bookmark: 方法-b椭圆拟合法-ellipse-fitting]剩余误差可见虽然降低了误差幅值，但剩余误差仍然是随位移  周期性波动的谐波。
3.2 椭圆拟合法
[bookmark: 误差信号的数学表示][bookmark: 椭圆拟合的几何补偿过程][bookmark: 建立包含泄露项的模型][bookmark: 剩余误差的闭式推导核心细化]在现代外差干涉仪中，探测器获取的一维拍频信号  无法直接计算相位，必须通过高速数字相位计（如基于 FPGA 的正交解调 IQ Demodulation）进行处理。系统利用参考探测器  生成的纯净拍频信号，在数字域内构造出两路严格正交的本振信号（Local Oscillators）： 和 。将测量信号  分别与两路本振信号相乘，并通过低通数字滤波器（LPF）滤除 2 的高频分量，即可完成基带信号的提取：}、} 将  的完整表达式代入上述正交解调运算中，即可显式地推导出包含频率混叠误差的正交基带信号： 在这里，正交信号的非理想参数获得了清晰的物理映射： 和 （直流偏置）：由漏光干涉项  和  经过解调后下变频转化为直流分量产生（对应二阶非线性误差）。（不等幅）与 （非正交角）：由交叉漏光项  在解调时产生的反向旋转矢量叠加所致（对应一阶非线性误差）。去直流 幅值归一化与相位正交化构造修正后的信号。在存在频率混叠或相位不理想的情况下，经过初步修正后的信号  和  实际上包含了微小的残余分量 。我们可以将其表示为理想项与微扰项之和： ， 。其中  和  代表由于泄露分量  或非正交角  未被完全消除而残留的微小误差 。
[bookmark: 泰勒展开推导]实际计算的相位  为：

[bookmark: 转化为正弦误差形式]在“小泄露条件”（）下，我们将上式运用多元函数的一阶泰勒级数展开。设函数，其在点（）处的偏导数分别为/和/。因此，补偿后的相位可近似展开为：

[bookmark: 微小系数-eta-的来源]式中， 和  代表信号经过去直流和正交化运算后，因无法完全消除混频偏振串扰而残留的微小幅值与相位微扰项。由于实际物理光路中的频率泄漏分量（）是与随位移实时变化的相角  发生相干叠加的，即存在“动态混叠”现象。所谓“动态混叠”，是指非线性误差并非静态常数，而是随着被测物体的运动，其误差基底与位移相角  发生了非线性函数耦合。将  和  对应的动态谐波分量代入式 (11) 并通过积化和差公式合并，最终剩余误差  依然残留了被压缩后的微小系数  和 ：
 
[bookmark: 结论动态波动的必然性]其中，为一阶残留： ；为二阶残留。 分别是“统计平均”与“瞬时物理量”之间的残差 。
由于自变量  依然在正弦函数内部随位移连续变化，误差表现为周期性波动 。剩余误差  依然是位移  的函数。这意味着在高速运动或高频振动测量中，这种周期性波动的残余误差会表现为明显的测量噪声。虽然上述过程在几何上“拉圆”了椭圆，椭圆拟合只能修正由于静态参数失配引起的增益和相位偏差，无法消除动态混叠产生的残余谐波。
[bookmark: 改进偏振旋转法物理层面的非线性冻结与起点标定][bookmark: 二-仿真分析]3.3 改进偏振旋转法
3.3.1 引入旋转偏振片后的合成相位公式
在探测器前安置快轴方向呈45°的  波片，并将偏振片设为可旋转状态，其旋转角为  。机械旋转角之所以能直接耦合进干涉相位，主要基于偏振光学中的几何相位效应。当携带测量信息的两束正交线偏振光经过 1/4 波片时，会被转换为左旋圆偏振光和右旋圆偏振光。随后，这两束圆偏振光通过旋转角为  的线偏振片并发生干涉。在此过程中，偏振片的旋转会对左旋和右旋圆偏振分量分别产生大小相等、符号相反的相位调制（即 + 和 -）。因此，两束相干光在透射方向上的相位差直接被引入了 -2 的偏移量。如图2所示，此时，探测器接收到的干涉信号相位  包含了位移相位、系统初始偏置、旋转调制项以及非线性误差项：

其中，非线性误差母函数  由一阶与二阶综合项构成：

[image: C:/Users/Administrator/Desktop/图片2.png图片2]
图2偏振片旋转法补偿原理图[7]
Fig. 2 Schematic diagram of the polarization filter rotation method for compensation[7]
3.3.2 偏振片消除一阶、二阶误差的数学解析
消除误差的核心在于利用  构建反馈闭环，驱动偏振片机械旋转以实时追踪位移相位 ，使系统锁定在恒定的相位状态 。在理想追踪状态下，满足  。一阶误差的“直流化”：测量相位变为 。由于  被控制为常数，一阶项  中的自变量  不再随位移变化而扫描过完整周期 。一阶误差从随位移波动的周期函数转变为静态常数偏置，物理上抹除了“三差”中的不等幅与非正交现象 。二阶误差的同步锁定：当偏振片以  的速度旋转时，二阶误差项  中的自变量  与旋转步调完全同步。二阶误差引起的倍频波动同样被“锁定”在某个固定值上，其产生的圆心偏移（直流偏置）不再随位移位置跳动，被转化为系统常数处理 。
补偿后的位移  由旋转角  直接表征: 

其中， ,剩余误差 。
[image: 3]
图3 改进的偏振片旋转法闭环控制系统结构框图
Fig. 3 Block diagram of the closed-loop control system for the improved polarizer rotation method
[bookmark: 初始相位差-phi_0-的提取与起点对齐]3.3.3 初始相位差  的提取与起点对齐
虽然反馈环路消除了动态波动，但留下的常数项  中混合了系统初始路程差  和被锁定的残余非线性偏差  。为了精确定位测量起点，需通过以下步骤进行剥离。在系统静止（）时，主动驱动偏振片旋转角  扫描一周。此时，误差项一阶  和二阶  会随  呈现规律的简谐波动 。通过对扫描曲线进行快速傅里叶变换（FFT）提取基波，将不随  变化的直流分量定义为初始相位标定值  。那么剩余误差  进一步表征为：

需要注意的是，在实际干涉仪系统中，即使机械结构保持宏观静止，初始相位的提取精度仍会受到复杂物理环境因素的制约。其主要影响机制包括：空气折射率扰动（测量光路周围环境温度、气压及湿度的微小非均匀波动，会导致两臂光程差发生随机几何漂移，在静态预扫描信号中引入低频相位噪声）、激光频率漂移与热漂移（光源的本征频率抖动以及光学元件因环境温升产生的微小热形变，会导致系统初始偏置常数随时间发生缓慢的线性或非线性推移）、环境微振动（地基及周围设备引入的机械振动会引发参考镜与测量镜的微小相对位移，进而转换为高频相位扰动）。
上述物理环境因素均会叠加在静态旋转扫描的曲线中，导致FFT频谱分析中的直流（DC）分量谱线发生一定程度的展宽或偏移，从而限制起点对齐的绝对精度。因此，在实际硬件系统实施中，必须引入精密温控、气流屏蔽隔离装置、主动隔振系统以及多物理量环境传感器补偿链路，以最大程度抑制环境噪声对初始相位标定带来的不利影响。可见通过此方法，系统实现了“三差物理消除”与“初值算法对齐”的深度结合。
3.4 改进的偏振片旋转法与其他方法的比较
通过对比不难发现，外差干涉非线性误差的补偿方案经历了一个从“被动数学拟合”向“主动物理控制”演进的过程。解析补偿法与椭圆拟合法统称为软件定义补偿，其核心在于通过建立误差的逆向数学模型（如级数反演或线性重构）来对采集信号进行后期修正。虽然这类方法无需改动硬件且算法相对成熟，但其本质是基于“统计平均”的近似，无法彻底消除动态位移过程中产生的瞬时残余谐波，导致测量结果中依然存在难以根除的周期性波动。相比之下，改进偏振旋转法则从误差产生的物理根源入手，通过引入反馈环路将偏振片的旋转角与位移相位实时锁定。这种方法实现了从“处理变量”到“固定常量”的质变，将原本随位移剧烈波动的非线性误差从物理层面予以冻结。最终，该方法将动态的谐波干扰转化为可静态标定的常数偏置，不仅彻底消除了“三差”（不等幅、非正交、直流漂移）带来的周期性非线性影响，更将测量稳定性提升到了物理极限水平。这种从算法补偿到硬件闭环的跨越，代表了当前超精密干涉测量技术的主要发展方向。结合上述理论分析，不同补偿方案的数学实质、剩余误差形式、误差形态量级及其核心优势对比如表1所示。从表中的对比可以看出，虽然传统软件补偿算法能在一定程度上降低误差幅值，但受限于级数残项或动态相差，仍会残留亚纳米级的周期性波动。相比之下，改进的偏振片旋转法则从物理根源上彻底消除了动态波动，实现了残余周期性波动为 0 nm 的理想静态偏置状态。
表1 三种方法补偿对比表
Table 1 Comparison Table of Three Methods for Compensation
	[bookmark: 机制对比总结表]特征
	未补偿 (Baseline)
	解析补偿法
	椭圆拟合法
	改进偏振旋转法

	数学实质
	原函数波动
	级数反演减法
	参数线性重构
	自变量物理冻结

	剩余误差形式
	
	 谐波
	
	 (常数项)

	误差形态
与量级
	强周期波动
(PV≈8.2nm)
	高阶周期波动
(PV≈1.2nm)
	弱周期波动
(PV≈0.7nm)
	静态偏置
（残余波动0nm）

	核心优势
	-
	无需硬件改动
	算法成熟
	彻底消除周期性“三差”


4 改进的偏振片旋转法仿真分析以及与其他方法的误差比较
为了验证改进的偏振片旋转法非线性误差对系统的影响及其消除过程，进行数值仿真模拟，并与其他算法进行对比。
[bookmark: 误差仿真参数]4.1 改进的偏振片旋转法非线性误差补偿仿真分析
[bookmark: 信号分量特性分析图-a][bookmark: 仿真结果展示]激光波长：，混频系数：（5%泄露），（3%泄露）。仿真预设了包含初始相位差  rad 以及由频率混叠引起的一阶误差  和二阶误差  。一阶误差 （幅值约 0.05 rad）：对应偏振片旋转产生的  频率波动 。二阶误差 （幅值约 0.03 rad）：对应更高阶的空间频率干扰。
为保证对比结果的公平性与可复现性，本节仿真实验的具体参数严格按照物理模型在空间相位域（Spatial Phase Domain）展开设置。在非线性误差补偿对比与频谱（FFT）分析中，设定真实位移相位  的扫描范围为 ，单次分析包含 N=10000 个连续离散采样点，对应的空间频率分辨率约为 。为模拟真实干涉系统的光电探测器散粒噪声与电路热噪声，在合成信号中注入了标准差  的加性高斯白噪声。在改进偏振旋转法的静态预扫描标定仿真中，设定受控偏振片的机械旋转角  在  范围内以 N=1024 点进行全周期扫描。
本文以残余相位误差的峰谷值（Peak-to-Valley, PV）作为核心定量评价指标，并利用公式 = 将其转换为等效的绝对位移偏差（单位：nm），以此来精准评估误差被抑制到“亚纳米量级”的具体水平。
本文结合上述仿真参数，对各方法残余误差的物理量级进行了具体的定量推导。以本系统选用的  激光波长为例，评估误差波动带的峰谷值（最大值最小值）： ，其中为振幅。对应的相位误差幅值对应的等效位移 。根据本节预设的光学泄漏水平，各补偿方法的理论残余波动量级推导如下：
（1） 未补偿状态：系统存在一阶与二阶混频理论幅值 ，叠加后的最大相位误差幅值约为 ，对应的位移，表现为强周期波动。
（2） 解析补偿法：通过级数反演消除主误差项后，仍不可避免地残留级数残项，设定其高阶残余幅值 ，对应的。
（3） 椭圆拟合法：通过几何重构修正后，仍存在受动态相差调制的微弱高阶谐波，残余合成幅值 ，对应的。
（4） 改进偏振旋转法：利用闭环反馈在物理层面上“冻结”自变量，系统残余误差被完全转化为纯静态常数偏置，无任何随位移周期性波动的交流分量，即动态残余 PV 值为 。
上述基于实际物理参数的定量推导结果，绘制了表1中理论补偿极限，与 3.4 节中表1的对比特征完全吻合。针对改进的偏振片旋转法，其具体的补偿过程与误差分量频域解耦仿真如图4所示。
[image: untitle111d]
图4 改进的偏振片旋转法补偿结果
Fig. 4 Compensated results using the modified polarizer rotation method
[bookmark: 观测信号与残余误差图-b-c][bookmark: 频域标定与高精度提取图-d]由图4可见，时域波形清晰展示了各误差项随旋转角  的周期性演变特性。合成观测信号展示了受非线性误差调制的总相位 。由于引入了线性项 ，信号呈现出明显的线性下降趋势。残余信号在剔除  线性项后，得到了包含初始相位 、非线性误差  及噪声的待标定信号。通过对该信号的平均化处理，初步提取出  的基准位置 。通过对残余信号进行 FFT 频谱分析，各频率成分在频域内实现了物理剥离：DC 分量（0 阶）：精确提取出初始相位  的标定值，有效排除了周期性误差的影响。谐波分量（2 阶与 4 阶）：分别对应一阶和二阶非线性误差。仿真结果显示，提取出的  和  幅值与预设参数高度一致 。
仿真结果表明，改进的偏振旋转法能够将复杂的非线性误差转化为频域中特定的谐波分量 。通过 FFT 提取技术，系统可以在存在噪声和多阶频率混叠的情况下，实现亚纳米级的测量相位  提取 。这初步验证了该方法在理想状态下消除外差干涉仪“三差”影响及突破测量精度极限方面的理论可行性。
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图5改进的偏振片旋转法补偿前后的李萨如图对比图
Fig.5 Comparison chart of the Lissajous figure before and after compensation using the modified polarizing plate rotation method
表2修正前后对比
Tab. 2 Comparison before and after modification
	物理现象
	误差量级 (Uncompensated)
	修正后 (Compensated)

	一阶非线性误差
	
	

	李萨如图形长短轴比（A/B）
及圆心偏移量（）
	A/B≈1.05
，=
	A/B＝1.000
，

	初始相位波动
	随环境漂移
	算法实时标定对齐


由图5 和表2可见，对于未补偿的原始系统，非线性误差主要体现为一阶的剧烈波动，反映在李萨如图形上则是明显的中心偏移（，=）和长短轴不等（A/B≈1.05）的典型畸变椭圆，且初始相位受环境扰动随时间大幅漂移。通过改进偏振旋转法及相关的软件优化，系统能够实现从物理源头到算法层面的全流程重构：一阶非线性误差被显著抑制至 <0.1 nm 的亚纳米量级，李萨如图形通过实时参数修正被校正为理想的标准单位圆（A/B＝1.000, ）。最关键的是，通过静态剥离与起点对齐技术，原本随机波动的初始相位得以实现实时标定与对齐。这种从物理层面的“波动抑制”到算法层面的“精准对齐”，确保了干涉系统在超精密位移测量中的绝对线性度与重复性。
4.2 改进的偏振片旋转法残余误差与其他方法的对比
[image: 3]
图6非线性误差补偿对比
Fig. 6 Comparison of Nonlinear Error Compensation
[bookmark: 仿真对比说明]有图6可见：解析补偿法 (红色)：您会看到误差幅值显著减小，但仍然呈现明显的周期性波动（即级数残项 ）。椭圆拟合法 (蓝色)：虽然在几何上将“椭圆”拉成了“圆” ，但由于它是基于统计平均的全局最优解 ，在动态过程中依然会留下微小的谐波畸变（系数 ）。通过线性坐标变换修正了大部分增益和相位偏差，虽然降低了误差幅值，但由于级数展开的限制，剩余误差依然随位移周期性波动 。改进偏振旋转法 (绿色)：这是一条平直的直线（或接近零的水平线）。通过反馈闭环驱动偏振片旋转，使误差项中的自变量不再随位移扫描，从而将动态波动转化为静态偏置，实现了“物理消除”，它通过物理层面的“自变量冻结”，彻底抹除了“三差”随位移波动的根源。未补偿 (黑色虚线)：展示了最原始的非线性误差形态，幅值最大，受  和  共同驱动 。
[image: 222]
图7非线性误差补偿残余误差频谱分析
Fig. 7 Frequency spectrum analysis of residual error after nonlinear error compensation
[bookmark: 频谱量化分析要点]
由图7可见，谐波位置：在横轴空间频率为  处对应一阶误差（ 周期），在  处对应二阶误差（ 周期） 。未补偿（黑色虚线）：在这两个频点拥有最高的能量峰值，代表强烈的“三差”影响 。解析补偿法（红色实线）：原本的  峰值被削弱，但在更高频处（如 3 倍频）可能产生新的微小项  。椭圆拟合法（蓝色实线）：峰值相比未补偿显著下降，但仍能观察到高出噪声基底的谐波残余 。改进偏振旋转法（绿色实线）：这是唯一一个在上述两个关键频点没有突出峰值的方法。其能量集中在  的直流分量处，交流频带内的谱线非常平坦，直接逼近系统噪声基底 。偏振旋转法实现了真正的非线性无关测量极限，因为它在物理上将动态变化的非线性频率成分转换为了零频常数 。
[bookmark: 三-结论]4.3 改进的偏振片旋转法非线性误差补偿理论精度极限分析
[bookmark: 理论精度极限的统一模型]4.3.1 理论精度极限的统一模型
[bookmark: 观测模型与-fisher-信息量]在精密测量系统中，评估算法优劣的终极标准是其能否逼近CRLB准则。设定系统测量模型为： 

其中  为真实相位，为非线性误差，噪声  。任何无偏估计量的方差  必满足 ： 
 
物理意义：决定系统极限精度的核心因子并非误差的绝对大小 ，而是其对位移的变化率 。若变化率不为零，系统精度将随位移呈现周期性波动 。
[bookmark: 三种补偿方法的极限推导与对比]4.3.2 改进的偏振片旋转法与其他方法补偿极限推导与对比
[bookmark: 解析补偿法-analytical-compensation]1）解析补偿法
解析补偿法通过构造误差逆函数进行减法修正，剩余误差通常为二阶项 。
剩余误差模型：设。导数推导：，表示剩余误差幅值系数。极限性能：

可见虽然降低了误差幅值，但由于导数依然随位移波动，系统仍存在周期性极限波动 。
[bookmark: 椭圆拟合法-ellipse-fitting]2）椭圆拟合法
椭圆拟合法通过最小二乘法拟合利萨如图形参数，但受限于环境动态波动与静态统计平均的差异。剩余误差模型：补偿后依然残留微小系数，其模型为  。导数推导： 。极限性能 ： 

可见即便几何上“拉圆”了椭圆，但动态混叠产生的残余谐波使得精度依然与位移相关。
[bookmark: 改进偏振旋转法-improved-polarization-rotation]3）改进偏振片旋转法
改进偏振片旋转法利用反馈闭环驱动偏振片机械旋转，实时追踪位移相位 ，使系统锁定在恒定相位状态 。剩余误差模型：该方法将原本随位移变化的动态误差转变为静态常数偏置，即  。导数推导：由于常数的导数为零， 。
极限性能： 

[bookmark: 性能汇总表]可见该方法达到了非线性无关CRLB。这意味着系统的测量精度彻底摆脱了非线性误差的周期性制约，仅受探测器随机噪声限制 。
4.3.3 性能汇总表
表3 补偿极限对比
Tab. 3 Comparison of Compensation Limits
	方法
	剩余误差形式
	导数特征
	极限方差状态

	未补偿
	
	强周期变化
	灵敏度周期塌陷

	解析法
	 谐波
	周期变化
	精度随位置波动

	椭圆拟合
	
	微弱周期变化
	无法消除动态残余

	偏振旋转法
	Const
	恒等于 0
	达到噪声极限


由表3可见，改进偏振片旋转反馈方法使系统估计方差达到了理论最优，实现了真正意义上的非线性无关测量性能。
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[bookmark: 仿真结论要点依据文档]图8非线性误差补偿理论测量精度极限
Fig. 8 Nonlinear Error Compensation Theory Measurement Accuracy Limit
由图8可见，解析补偿法（红色）：虽然误差幅值减小，但其方差仍随位移周期性变化，表现为“精度随位置波动” 。椭圆拟合法（蓝色）：即便在几何上修正了椭圆，但动态混叠产生的残余谐波  使得系统方差依然无法保持恒定 。改进偏振旋转法（绿色）：该方法将动态误差转变为静态常数偏置，其导数为零（）。因此，它的方差始终等于噪声极限  。最终优势：仿真结果初步验证了在理想状态下，改进偏振片旋转反馈方法达到了非线性无关 CRLB，使测量精度摆脱了非线性误差的周期性制约。
4.4 实际动态条件下的系统鲁棒性与带宽限制分析
上述仿真主要验证了理想控制条件下的补偿极限。但在实际面向高速动态位移测量时，本方法的有效性将受到执行机构（压电旋转台）带宽与系统反馈延迟的制约。
设控制环路的总响应延迟为，当被测目标以速度  运动时，产生的多普勒角频率为/λ 。由于延迟的存在，偏振片的实际机械旋转角  无法完美同步于测量相位 ，进而产生动态跟踪相差。
这一动态跟踪相差会重新将部分“已冻结”的非线性误差释放为微弱的交流谐波。仿真与理论推导表明：当位移速度引起的多普勒频率远低于压电旋转台的闭环伺服带宽（通常为 kHz 量级）时， 趋于零，系统表现出极高的鲁棒性；而当位移速度骤变或处于高频振动工况时，跟踪延迟导致的瞬态误差会有所增加。因此，在实际工程应用中，需根据最高测量速度匹配具有相应高频响特性的压电驱动器，并引入前馈控制算法以进一步补偿动态延迟。
5 结论
本文通过对改进偏振片旋转法及其补偿机制的系统研究，得出外差干涉系统的非线性误差源于物理器件非理想性导致的频率混叠。传统的软件补偿法虽能降低误差幅值，但由于剩余误差项的导数不为零，系统精度仍会随位移呈现明显的周期性波动。改进偏振片旋转法通过反馈闭环实时追踪位移相位，实现了从“处理变量”到“固定常量”的质变。仿真结果表明，在理想无延迟闭环及无复杂环境噪声的前提下，该方法在物理层面“冻结”了误差分量的自变量，能够将动态干扰转化为静态偏置，使系统方差趋近噪声极限  ，初步验证了非线性无关测量性能的理论可行性。通过静态剥离技术与 FFT 提取算法，本方案探讨了解决外差干涉仪中因环境漂移和本征相位差引起的初始相位一致性问题的可行途径。需要强调的是，本文工作现阶段以理论建模与仿真分析为主。在实际物理系统中，空气折射率扰动、激光频漂、热漂移、微振动以及偏振片的机械旋转带宽和控制环路延迟等物理环境与硬件限制，均会对初始相位提取及动态误差冻结效果产生不同程度的影响。 研究表明，从算法后处理向硬件闭环实时控制跨越具有显著的技术潜力。后续，团队将重点开展实验研究，搭建基于高频响执行机构的硬件闭环实验平台，对该方法在真实复杂工况下的鲁棒性、带宽限制及抗干扰能力进行系统性的硬件验证，以期为亚纳米级乃至皮米级测量任务提供更为坚实的技术支撑。
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